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4. भूमिका 
हम अपने दैनिक जीवन में विभिन्न प्रकार की गतियाँ देखते हैं । इनमें से कुछ जेसे 
सरल रैखिक गति और किसी प्रक्षेप्य की गति के विषय में तो आप अध्ययन कर 
ही चुके हैं । ये दोनों ही गतियाँ अनावर्ती होती हैं । हमने एकसमान वर्तुल गति तथा 
सौर परिवार में ग्रहों की कक्षीय गतियों के विषय में भी अध्ययन कर लिया है। 
इन उदाहरणों में निश्चित समय-अंतराल के पश्चात्‌ गति की पुनरावृत्ति होती है, 
अर्थात्‌ यह आवर्ती होती है । आपने बचपन में अपने पालने अथवा झूले पर झूलने 
का आनन्द लिया होगा । यह दोनों गतियाँ पुनरावर्ती होती हैं, परंतु किसी ग्रह की 
आवर्ती गति से भिन्न होती हैं । यहाँ वस्तु किसी माध्य स्थिति के इधर-उधर गति 
करती है । दीवार-घड़ी का लोलक भी इसी प्रकार की गति करता है। इस प्रकार 
को अग्र-पश्च (आगे-पीछे) आवर्ती गति के प्रचुर उदाहरण हैं- नदी में 
डूबती-उतरती हुई नाव, वाष्प इंजन में अग्र और पश्च चलता हुआ पिस्टन आदि। 
इस प्रकार की गति को दोलन गति कहते हैं । इस अध्याय में हम इस गति के 
बारे में अध्ययन करेंगे । 

दोलन गति का अध्ययन भौतिकी के लिए आधारभूत है; बहुत-सी भौतिक 
परिघटनाओं को समझने के लिए इसकी संकल्पना की आवश्यकता होती है । वाद्य 
यंत्रों; जेसे-सितार, गिटार अथवा वायलिन में हम कंपायमान डोरियों द्वारा रोचक 
ध्वनियाँ उत्पन्न होते हुए देखते हैं । ढोलों में झिल्लियाँ तथा टेलीफोन और ध्वनि 
विस्तारकों के स्पीकरों में डायफ्राम अपनी माध्य स्थिति के इधर-उधर कंपन करते 
हैं । वायु के अणुओं के कपनों द्वारा ही ध्वनि-संचरण संभव हो पाता है। एक ठोस 
पदार्थ में अणु अपनी माध्य स्थितियों के परितः कम्पन करते हैं, कम्पन की औसत 
ऊर्जा तापमान के समानुपाती होती है। AC पावर ऐसी बोल्टता का संभरण करता 
है जो माध्य मान (शून्य) के धनात्मक तथा ऋणात्मक ओर एकांतर क्रम से 
दोलायमान रहता है। 

किसी आवरती गति के व्यापक तथा दोलन गति के विशेष विवरण के लिए 
कुछ मूल संकल्पनाओं; जैसे-आवर्तकाल, आवृत्ति, विस्थापन, आयाम और कला 
को आवश्यकता होती है । अगले अनुभाग में इन संकल्पनाओं को विकसित किया 
गया है । 
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4.2 दोलन और आवर्ती गति 

चित्र ]4.] में कुछ आवर्ती गतियाँ दर्शाई गई हैं। मान लीजिए 
कोई कीट किसी रैम्प पर चढ़ता है और गिर जाता है। वह अपने 
प्रारंभिक स्थान पर आ जाता है और इस प्रक्रिया को बार-बार 
दोहराता है। यदि आप जमीन से ऊपर इसकी ऊँचाई तथा समय 
के बीच ग्राफ खींचें तो यह चित्र 4.।(8) की तरह दिखेगा। यदि 
कोई बालक किसी सीढ़ी पर चढे और उतरे तथा इस प्रक्रिया को 
समान रूप से बार-बार दोहराये तो उसकी ऊँचाई तथा समय के 
बीच ग्राफ चित्र ।4..5) के जैसा दिखेगा। जब आप किसी गेंद 
को अपनी हथेली से जमीन की तरफ बार-बार मारते हैं तो 
इसको ऊँचाई और समय के बीच ग्राफ ।4.3(८) के जैसा 
दिखेगा। ध्यान दीजिए कि चित्र ]4.](ट) में दोनों वक्रीय भाग 
न्यूटन की गति समीकरण के अनुसार परवलय के अंश हैं, 
अनुभाग (3.6) देखिए। 


] 
hut +o 9६ अधोमुखी गति के लिए, तथा 


h = ut — 4 उपरिमुखी गति के लिए, 

इन समीकरणों में ८ का मान अलग परिस्थितियों के लिए भिन्न 
होगा। ये सभी आवर्ती गति के उदाहरण हैं। अत: कोई गति जो 
निश्चित अंतराल के बाद पुनरावृत्ति करती है आवर्ती गति 
कहलाती है। 
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चित्र 74,7 आवृत्ति गति के उदाहरण। प्रत्येक अवस्था में आवर्तकाल 
T दर्शाया गया है। 


सामान्यतः आवर्ती गति करने वाले पिण्ड की एक संतुलन 
अवस्था होती है जो उसके गति के पथ में स्थित होता है। जब 
पिण्ड इस संतुलन अवस्था में होता है तो उस पर लगने वाला 
कुल बाह्य बल शून्य होता है। अतः यदि पिण्ड को इस अवस्था 
में विराम की स्थिति में छोड़ दें तो यह सदैव विरामावस्था में 
रहेगा। यदि पिण्ड को इस अवस्था से थोड़ा सा विस्थापित करें 
तो पिण्ड पर एक बल कार्य करने लगता है जो पिण्ड को पुनः 
उसकी संतुलन-अवस्था की ओर ले जाने का प्रयास करता है 
और फलस्वरूप पिण्ड में दोलन या कंपन उत्पन्न हो जाता है। 
उदाहरण के लिए यदि किसी कटोरे में एक गेंद रख दें तो गेंद 
कटोरे की तली पर संतुलन अवस्था में होती है। यदि इसको इस 
बिंदु से थोड़ा विस्थापित करें तो गेंद कटोरे में दोलन करने लगती 
है। प्रत्येक दोलन गति आवर्ती होती है परंतु प्रत्येक आवर्ती गति 
दोलनीय नहीं होती। वर्तुल गति भी आवर्ती होती है, परंतु दोलनीय 
नहीं होती है। 
दोलन एवं कंपन में कोई मुख्य अंतर नहीं है। साधारणत: 

जब आवृत्ति का मान कम होता है तो हम गति को दोलनीय कहते 
हैं (जैसे किसी वृक्ष कौ टहनी की दोलन गति)। इसके विपरीत 
जब गति की आवृत्ति अधिक होती है तो हम गति को कंपन 
कहते हैं। जैसे किसी संगीत वाद्य के तार का कंपन। 

सरल आवर्ती गति दोलनीय गति का एक सरल रूप है। यह 
तब होता है जब किसी दोलनीय वस्तु के ऊपर लगने वाला बल 
संतुलन अवस्था में इसके विस्थापन के समानुपाती होता है। पुन: 
वस्तु के दोलन के दौरान यह बल सदैव इस संतुलन अवस्था की 
तरफ निदेशित होता है। यह संतुलन अवस्था वस्तु की गति की 
माध्य स्थिति भी होती है। 

व्यावहारिक रूप में सभी दोलनीय वस्तुएँ अंततोगत्वा अपनी 
संतुलन अवस्था को प्राप्त कर लेती हैं। क्योंकि इनकी गति में 
घर्षण तथा अन्य क्षयकारी बलों के कारण अवमंदन उत्पन्न होता 
है। परंतु कोई बाह्य आवर्ती बल लगाकर हम वस्तु को दोलनीय 
अवस्था में रख सकते हैं। इस पाठ के अंतिम अनुभागों में हम 
अवमंदित तथा प्रणोदित दोलनों का अध्ययन करेंगे। 

किसी भी द्र्व्यात्मक माध्यम को हम युग्मित दलित्रों का एक 
बड़ा समूह मान सकते हैं। इन दलित्रों के सामूहिक दोलन तरंग 
का रूप लेते हैं। जल तरंग, भूकम्पित तरगें, विद्युत चुंबकीय तरंगे 
इन तरंगों के उदाहरण हैं। तरंगीय घटनाओं के विषय में हम 
अगले अध्याय में अध्ययन करेंगे। 
4.2.] आवर्तकाल तथा आवृत्ति 
हमने देखा है कि कोई गति जिसकी किसी नियमित समय 
अंतराल पर स्वयं पुनरावृत्ति होती है आवर्ती गति कहलाती है। 


वह न्यूनतम समय अंतराल जिसके पश्चात्‌ गति की पुनरावृत्ति 
होती है, इसका आवर्तकाल कहलाता है। अत: समय को हम 
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7 द्वारा दर्शाते हैं। इसका $| मात्रक सेकंड है । उन आवर्ती 
गतियों के लिए, जो सेकंडों के पैमाने पर या तो बहुत तीव्र 
अथवा बहुत मंद होती हैं, समय के अन्य सुविधाजनक मात्रक 
उपयोग में लाए जाते हैं । किसी क्वार्ट्ज क्रिस्टल का कंपन 
काल माइक्रोसेकंड (0« 8) के मात्रकों, जिसका प्रतीक |४७ है, 
में व्यक्त किया जाता है । इसके विपरीत बुध ग्रह की कक्षीय 
अवधि 88 भू-दिवस होती है । हेली धूमकेतु हर 76 वर्ष के 
पश्चात्‌ पुनः दृष्टिगोचर होता है । 


आवर्तकाल '7 के व्युत्क्रम से हमें प्रति इकाई समय में 
दोलनों की संख्या प्राप्त होती है । यह राशि आवर्ती गति की 
आवृत्ति कहलाती है । इसे प्रतीक ० द्वारा निरूपित किया जाता 
है । ५ तथा 7 के मध्य निम्नलिखित पारस्परिक संबंध होता है: 


] 
कक (4.]) 
इस प्रकार » का मात्रक (57) है । रेडियो तरंगों के 
आविष्कारक हेनरिख रुडोल्फ हर्ट्ञ (857-]894) के नाम पर 
आवृत्ति के मात्रक को एक विशेष नाम दिया गया । इसे हर्ट्ज 
(९72 प्रतीक H2) कहते हैं । इस प्रकार, 
] हर्टृज = ] HZ = ] दोलन प्रति सेकंड = ]$! (4.2) 
ध्यान दीजिए, आवृत्ति का सदैव ही पूर्णाक होना आवश्यक 
नहीं है । 


» उदाहरण 74.3 कोई मानव हदय एक मिनट में औसतन 


75 बार धड़कन करता पाया जाता है । इसकी आवृत्ति 
तथा आवर्तकाल परिकलित कीजिए । 


हल हृदय को धड़कन की आवृत्ति = 75/(] मिनट) 
= 75/(60 5) 
= ].25 5S! 
आवर्तकाल, 7 = /(।.25 577 
= (0.85 छ 





4.2.2 विस्थापन 


अनुभाग 4.2 में हमने किसी कण के विस्थापन को उसके 
स्थिति सदिश में परिवर्तन के रूप में परिभाषित किया था । इस 
अध्याय में हम विस्थापन नामक इस पद का उपयोग अधिक 
व्यापक अर्थों में करेंगे। यह किसी भी विचारणीय भौतिक गुण 
में समय के साथ परिवर्तन को निरूपित करेगा । उदाहरण के 
लिए, एक पृष्ठ पर किसी स्टील बॉल को सरल रेखीय गति के 
लिए, समय के फलन के रूप में आरंभ बिंदु से बॉल को दूरी 
इसका स्थिति-विस्थापन है । मूल बिंदु का चुनाव सुविधानुसार 
किया जा सकता है । मान लीजिए कोई गुटका किसी कमानी से 
जुड़ा है जिसका दूसरा सिरा किसी दृढ़ दीवार से संबद्ध है 
[देखिए चित्र 4.2 (8) ] साधारणतः किसी पिण्ड का विस्थापन 
इसको संतुलन अवस्था से मापना सरल होगा। किसी दोलायमान 
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चित्र 7.4,2(6) कोई गुटका किसी कमानी से सलग्न, जिसका दूसरा 
सिरा किसी दुढ़ दीवार से संबद्ध है । गुटका घर्षण 
रहित पृष्ठ पर गति करता है । गुटके की गति को 
दीवार से दूरी, अथवा विस्थापन % के पदों में व्यक्त 
किया जा सकता है । 


र करर ९.0 कर 


चित्र 4.2(b) एक दोलायमान सरल लोलक, इसकी गति को 
ऊर्ध्वाधर से कोणीय विस्थापन 6 के पदों में व्यक्त 
किया जा सकता है । 


सरल लोलक के लिए, समय के फलन के रूप में ऊर्ध्वाधर 
से कोण को विस्थापन-चर के रूप में निरूपित किया जा 
सकता है [देखिए चित्र 4.2(5)]। “विस्थापन? पद का 
उल्लेख सदैव स्थिति के संदर्भ में ही नहीं किया जाता। 
विस्थापन चर कई अन्य प्रकार के भी हो सकते हैं । किसी 
8.०. परिपथ में संयोजित संधारित्र के सिरों के बीच समय के 
साथ परिवर्तित हो रही “वोल्टता” को भी एक विस्थापन चर के 
रूप में लिया जा सकता है । इसी प्रकार, ध्वनि तरगों के संचरण 
में समय के साथ 'दाब' में परिवर्तन, प्रकाश तरगों में परिवर्तित 
हो रहे वैद्युत तथा चुंबकीय क्षेत्र अन्य संदर्भ में विस्थापन के 
उदाहरण हैं। विस्थापन चर का मान धनात्मक या ऋणात्मक हो 
सकता है। दोलनों के प्रयोगों में, भिन्न समयों के लिए विस्थापन 
चरों को माप ली जाती है । 


विस्थापन को सदैव ही समय के गणितीय फलन द्वारा 
निरूपित किया जा सकता है । आवर्ती गतियों में यह फलन 
समय का आवती होता है । आवर्ती फलनों में से एक सरलतम 
आवती फलन को निम्न प्रकार से व्यक्त कर सकते हैं, 
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f(D =Acos ot (4.3a) 


यदि इस फलन के कोणांक, ७४, में 27 रेडियन या इसके किसी 
पूर्णांक गुणज को वृद्धि कर दी जाए, तो फलन का मान 
वही / रहता है । तब भी फलन /(0 आवर्ती ही रहता है जिसका 
आवर्तकाल, 7 निम्नलिखित होगा, 


_2T 
6 


T (4.3b) 


अतः कोई फलन /(! काल 7 का आवर्ती होता है, 


JOST (EFT) 

यदि हम ज्या (7) फलन, /() = 4ऽin @ भी लें तो 
स्पष्ट रूप से यही परिणाम सही होता है । साथ ही ज्या (आग) 
एवं कोज्या (८०७) फलनों का एक घात संचय, जैसे 

f(D=Asin ot+ Bcos ot (4.30) 


भी आवर्ती फलन होता हे, जिसका आवर्तकाल 7 होता है । यदि 
हम 


A=DcospTaB=Dsiny 
लें, तो समीकरण (]4.30) को इस प्रकार लिख सकते हैं 


F(D = Dsin (ot + 0), (4.34) 
यहाँ अचर 7? और ७ दिए गए हैं 


D=\A?+B? तथा = tan? ~) 


आवर्ती ज्या ओर कोज्या फलनों का विशेष महत्त्व फ्रासीसी 
गणितज्ञ जीन बापटिस्ट जोसेफ फूरिए (768-830) द्वारा सिद्ध 
असाधारण परिणाम के कारण है, जो इस प्रकार है : किसी भी 
आवर्ती फलन को उचित गुणांक वाले विभिन्न आवर्तकाल 
के ज्या व कोज्या फलनों के अध्यारोपण द्वारा व्यक्त किया 
जा सकता है । 


» उदाहरण 74.2 निम्नलिखित समय के फलनों में कौन 
(३) आवर्ती तथा (9) अनाबरती गति को निरूपित करते 
हैं ? प्रत्येक आवती कति का आवर्तकाल लिखिए 
[ ७ कोई धनात्मक नियतांक है] । 


(i) sin ot+ cos ot 
(ii) sin ot + cos 2ot+ sin 4 ot 
(iii) et 


(iv) log (wb) 





हल (i) sin @ + ००७ ८ एक आवरी फलन हे। इसे 


J2 sin | ot + के रूप में भी व्यक्त किया जा सकता है। 


अब, 2 sin (ot + 7/4) = J2 sin (ot + r/4+2n) 


~ 2 Sil | © t+ म) + 
५ 4 


2T 
इस फलन का आवर्तकाल क हे | 


( यह आवर्ती गति का एक उदाहरण है । ध्यान दीजिए, यहाँ 
प्रत्येक पद एक विभिन्न कोणीय आवृत्ति के आवर्ती फलन को 
निरूपित करता है । चूँकि आवर्तकाल वह न्यूनतम समय अंतराल 
होता है जिसके पश्चात्‌ फलन अपने मान की स्वयं पुनरावृत्ति 
करता है, ऽं” ७ का आवर्तकाल 7, = 27/८; ८०७ 2! का 
आवर्तकाल 7/७ = 7,/2; तथा $4 ७ का आवर्तकाल 27/ 
4 ७5 7,/4 होता है । प्रथम पद का आवर्तकाल अंतिम दो पदों 
के आवर्तकालों का गुणनफल होता है। अतः अंतिम समय का 
निम्न अंतराल जिसके उपरांत तीनों पदों का योग पुनरावृत्ति करता 
है 7, होता है जिसका आवर्त काल 27/८ है। 

(#) फलन ८-० अनावर्ती है, यह समय में वृद्धि के साथ एक 
दिष्टतः घटता है तथा #५० होने पर शून्य की ओर प्रवृत्त होता है 
और इस प्रकार कभी भी अपने मान की पुनरावृत्ति नहीं करता । 
(४) फलन ।० (७0 समय के साथ एकदिष्टतः बढ़ता है । अत: 
यह अपने मान को कभी भी पुनरावृत्ति नहीं करता और यह एक 
अनावर्ती फलन है । ध्यान दीजिए, #०० होने पर ]० ०७ 
अपसारित होकर ० तक पहुँच जाता है। अतः यह किसी भी 
प्रकार के भौतिक विस्थापन को निरूपित नहीं कर सकता । < 


4.3 सरल आवर्त गति 


हम चित्र ]4.3 के अनुसार «-अक्ष के मूल बिंदु पर +4 और 
_4 चरम सीमाओं के मध्य अग्र और पश्च कंपन करने वाले 
किसी कण पर विचार करें । इस दोलायमान गति को सरल 


~ OI A 





चित्र 4.3 «अक्ष के मूल बिंदु पर +^ और -.4 सीमाओं के भीतर 
अग्र और पश्च कंपन करते हुए कोई कण । 


आवर्त गति कहते हैं, यदि मूल बिन्दु से कण का विस्थापन र 
समय के साथ निम्न समीकरण के अनुसार परिवर्तित होः 


x(t =Acos (ot+ 0) (4.4) 
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यहाँ 4, ७ तथा ७ स्थिरांक हैं। अतः प्रत्येक आवर्त गति सरल 
आवर्त गति (5प्ताश) नहीं है; केवल ऐसी आवर्त गति जिसमें 
विस्थापन-समय का फलन ज्यावक्रोय है, सरल आवर्त गति होती 
है। चित्र ।4.4 में सरल आवर्त गति करते हुए एक कण की 


— Does 
—-A O A —A O A 
t=O t= T/4 
क Cons 
© — © — Oooo 
—A O A —-A O A 
t=T/2 t= 3T/4 
— SR 
— TO — TO 
—-A O A —A O A 
t — है है t य 5T/ 4 


चित्र 74,4 सरल आवर्त गति करते हुए समय के असतत मान £ = 
0. T/4, T/2, 3T/4, 7) 57/4 पर कण की 
स्थिति। वह समय जिसके पश्चात गति की पुनरावृत्ति 
होती है, 7 कहलाती है। प्रारंभिक स्थिति (£= 0) आप 
कुछ भी चुनें, 7 का मान स्थिर रहेगा। कण की चाल 
शुन्य विस्थापन (= 0 पर) पर अधिकतम तथा गति 
की चरम स्थितियों पर शून्य होती है। 


समय के असतत्‌ मानों पर स्थिति दर्शायी गई है। प्रत्येक समय 
अन्तराल 7/4 है जहाँ 7 गति का आवर्तकाल है। 





चित्र 74,5 सरल आवर्त गति करते हुए कण का विस्थापन समय 
के सतत फलन के रूप में 


चित्र 4.5 में % के साथ £ का ग्राफ आलेखित हे जो समय के 
सतत फलन के रूप में कण के विस्थापन का मान देती है। 
राशियाँ 4, ८ तथा 6 जो दी गई आवर्त गति की विशेषता बताती 


: विस्थापन %, समय {के फलन के रूप में 
: आयाम 
: कोणीय आवृत्ति 


: कला (समय पर आश्रित) 
: कला स्थिरांक 





चित्र 74,6 समीकरण (74.4) में दिए मानक सकेतों का अर्थ 


हैं, के मानक नाम हैं, जेसा कि चित्र 4.6 में संक्षिप्त किया गया 
है। आइए, इन राशियों को हम समझें। 


SHM का आयाम 4, कण के अधिकतम विस्थापन का 
परिमाण होता है। [ध्यान दें, व्यापकोकुकता के बिना किसी 
नुकसान के, 4 को धनात्मक लिया जा सकता है]। चूंकि समय 
का कोज्या फलन +] से -] के बीच विचरण करता है, 
इसलिए विस्थापन चरम स्थिति +/ से -/ के बीच विचरण 
करेगा। दो सरल आवर्त गतियों के ८ तथा @ समान, लेकिन 
आयाम अलग हो सकते हैं, जैसा कि चित्र ]4.7(8) में 
दिखाया गया है। 


X 

| 4 

| +» 
-B 


-A 


चित्र 4.7 (८) समीकरण (]4.4) से प्राप्त ¢ = 0 पर समय के फलन 
के रूप में विस्थापन का आलेख । वक्र I और 2 दो 
भिन्न आयामो .4 तथा .4 के लिए हैं । 


जब किसी दिए गए आवर्त गति का आयाम 4 नियत है, 
किसी समय £ पर कण को गति को आवस्था को कोज्या फलन 
के कोणांक (८ + 0) के द्वारा दर्शाया जाता है। समय पर 
आश्रित रहने वाली इस राशि (८+ ¢) को गति की कला 
कहते हैं। (5 0 पर कला का परिमाण ¢ होता है जिसे कला 
नियतांक (अथवा कला-कोण) कहते हैं। यदि आयाम ज्ञात हो 
तो £ = 0 पर के विस्थापन मान से ¢ ज्ञात किया जा सकता 
है। दो सरल आवर्त गतियों के 4 तथा ८ समान लेकिन 
कला-कोण 6 विभिन्न हो सकते हैं, जैसा कि चित्र ]4.7 (9) 
में दर्शाया गया है। 
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चित्र 74,7(9) समीकरण (4.4) से प्राप्त (५-2 आलेख । वक्र 
3 तथा 4 क्रमशः कला कोण = 074 तथा 
= 7/474 के लिए हैं। दोनों आलेखों के लिए 

आयाम 4 समान हे। 


अंततः राशि ७ को गति के आवर्तकाल 7 से संबंधित 
देखा जा सकता है। सरलता के लिए समीकरण (।4.4) में 6 
= 0 78 लेने पर हमें प्राप्त होता है- 

34] = 40९05 wt ( ]4.5) 
चूंकि गति का आवर्तकाल 7 है, ० का मान +7) के 
समान होगा। अर्थात्‌, 

A cos ot =A cos o{t+T) (]4.6) 

अब चूँकि 27 आवर्त काल वाला कोज्या फलन आवर्ती 
है, अर्थात्‌ जब कोणांक 27 रेडियन से परिवर्तित होता है, यह 
प्रथम बार स्वयं की पुनरावृत्ति करता है। अतः 

o(t+T) = ot+ 27 
अर्थात्‌ ७ = 27/7 (]4.7) 

७ को 5म्नाश/ की कोणीय आवृत्ति कहते हैं। इसका 5.. 
मात्रक रेडियन प्रति सेकेंड है। चूंकि दोलन की आवृत्ति मात्र 7/ 
गहे, ० दोलन की आवृत्ति का 27गुणा होता है। दो सरल आवर्त 
गति के 4 तथा ¢ समान, किन्तु ७ विभिन्न हो सकते हैं, जैसा 
कि चित्र ।].8 में देखा जा सकता है। इस आलेख में वक्र ४ 


का आवर्त काल वक्र ८ के आवर्त काल का आधा हे जबकि 
इसकी आवृत्ति वक्र ८ की आवृत्ति की दुगुनी है। 


चित्र 74,8 समीकरण (]4.4) के 0 = 074 पर दो भिन्न 
आवर्तकालों के लिए आलेख। 


» उदाहरण 4.3 समय के निम्नलिखित फलनों में से कोन 
(३) सरल आवर्त गति तथा () आवर्ती गति को निरूपित 


करता है परंतु सरल आवर्त गति नहीं ? प्रत्येक का आवर्तकाल 
निकालिए | 
(a) sin Wt-— cos Wt 


(b) sin? ot 


इल (a) sin ot - cos ot 
= Sin ot -— sin 7/2 - ob) 
= 2 cos (T/4) sin (ot - 77/4) 


= /2 Sin (ot - 77/4) 
यह फलन सरल आवर्त गति का निरूपण करता है, जिसका 
आवर्तकाल 7'= 27/७ तथा कला-कोण (-7/4) 7१4 अथवा 
(Zr/4) rad हे | 
(b) sin? Ot = /2- cos 2 ot 
यह फलन आवती है, जिसका आवर्तकाल 7=7/८ है । ये संतुलन बिंदु 
शून्य के बदले ५ पर सरल आवर्त गति को भी दर्शाता हैँ 4 
4,4 सरल आवर्त गति तथा एकसमान वर्तुल गति 
इस अनुभाग में हम देखेंगे कि वृत्त के व्यास पर एकसमान वर्तुल 
गति का प्रक्षेप सरल आवर्त गति करता है। एक सरल प्रयोग (चित्र 
।4.9) इस संबंध को सजीव कल्पना करने में हमारी मदद करता 
है। एक गेंद को किसी डोरी के सिरे से बाँधकर क्षेतिज तल में 
उसे किसी निश्चित बिंदु के परितः अचर कोणीय चाल से गति 
कराइये। तब गेंद क्षेतिज तल में एकसमान वर्तुल गति करेगी। अपनी 
आंख को गति के तल पर केन्द्रित रखते हुए तिरछी ओर से अथवा 
सामने से गेंद का अवलोकन कोजिए। घुूर्णन बिन्दु को यदि हम 
मध्य बिन्दु मानें तो यह गेंद एक क्षेतिज तल के अनुदिश इधर-उधर 
गति करती हुई प्रतीत होगी। विकल्पतः आप गेंद की परछाई वृत्त 
के तल के लंबवत्‌ किसी दीवार पर भी देख सकते हैं। इस प्रक्रिया 
में हम जो कुछ अवलोकन करते हैं, वास्तव में वह हमारी दृष्टि 
को दिशा के अभिलंबवत्‌ व्यास पर बॉल की गति होती है। 





चित्र 74.9 किनारे से देखे गए एक समतल में बॉल की वृत्तीय गति 
सरल आवर्त गति है। 
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चित्र ]4.0 इसी स्थिति को गणितीय रूप में वर्णन करता 
है। मान लीजिए कोई कण 7, त्रिज्या 4 के एक वृत्त पर कोणीय 
चाल ७ से एकसमानीय गति कर रहा है। घूमने की दिशा वामावर्त 
है। कण की प्रारंभिक स्थिति सदिश' अर्थात्‌ £= 0 पर सदिश 
0 , धनात्मक * अक्ष के साथ कोण ७ बनाता है। 





चित्र 4.70 


£ समय के बाद यह अगला कोण ७४ पूरा करता है और 
इसको “स्थिति सदिश' +४९ *-अक्ष के साथ एक कोण +0 
बनाती है। अब %-अक्ष पर स्थिति सदिश ' 0 के प्रक्षेप पर विचार 
करें। यह 07” होगा। जब कण 7 वृत्त पर गति करता है तो %- 
अक्ष पर 7” की स्थिति प्रदत्त की जाती है 

x(t) = Acos (ot + 0) 
जो कि HM का पारिभाषिक समीकरण है। यह दर्शाता है कि 
यदि किसी वृत्त पर एकसमानीय गति करता है तो इसका प्रक्षेप 
7? वृत्त के व्यास पर सरल आवर्त गति करता है। कण ? तथा 
वह वृत्त जिसपर यह गति करता है उसे क्रमशः संदर्भ कण तथा 
संदर्भ वृत्त कहते हैं। 

की गति के प्रक्षेप को हम किसी भी व्यास, जेसे कि 
५-अक्ष पर ले सकते हैं। इस स्थिति में ५-अक्ष पर 7” का विस्थापन 
(0 होगा। 

u(t = A sin (ot + 0) 
यह भी एक $H॥ है जिसका आयाम अक्ष पर प्रक्षेप के समान 
ही है, लेकिन इसकी कला 7/2 से भिन्न है। 


वर्तुल गति तथा HM के बीच इस संबंध के बावजूद 
रैखिक सरल आवर्ती गति में किसी कण पर लगता हुआ बल किसी 





कण को एकसमान वर्तुल गति में रखने के लिए आवश्यक 
अभिकेन्द्रीय बल से काफी अलग है। 


गई हैं । इन चित्रों पर वृत्त की त्रिज्या, घूर्णन का आवर्तकाल, 
आरंभिक स्थिति तथा घूर्णन को दिशा अंकित की गई है । 
प्रत्येक स्थिति में घूर्णी कण ? के त्रिज्या सदिश के 
*-प्रक्षेप को सरल आवर्त गति प्राप्त कीजिए । 
y 
‘P(t =0) 
(io 0s 


P(t =0) 


हल 
(a) #/50 पर, 07 «-अक्ष (को धनात्मक दिशा) से 45° 
= 7/4 74 का कोण बनाता है । £ समय पश्चात्‌ यह 


मे 27 

वामावर्त दिशा में 7 trad कोण पूरा करता है, तथा 
IT, IT 

अक्ष से | £+ त्र | 780 कोण बनाता है । समय ६ 


पर *-अक्ष पर 09 के प्रक्षेप इस प्रकार व्यक्त करते हैं: 


[ Er दर 
>द] 5 53 ९०05 T 4 


T= 4 5 के लिए 
द 27 t + 
जद] 5 53 ९०05 4 4 


जो कि 4 आयाम, 4 5 आवर्तकाल तथा प्रारंभिक कला* 
a 
ल की सरल आवर्त गति है । 


(७) इस स्थिति में £= 0 पर, 07 *-अक्ष से 90° = 7/2 


का कोण बनाता है । यह दक्षिणावर्त दिशा में ज ध कोण 


* कोण की प्राकृतिक इकाई रेडियन है जिसे त्रिज्या को चाप के अनुपात द्वारा परिभाषित करते हैं। कोण अदिश राशि है। जब हम 7 को उसके 
बहुगुण या अपवर्तक लिखते हैं तो रेडियन इकाई का उल्लेख करना आवश्यक नहीं है। रेडियन और डिग्री के बीच रूपांतरण, मीटर, सेंटीमीटर 
या मील के बीच रूपांतरण के समरूप नहीं है। यदि किसी त्रिकोणमितीय फलन के कोणांक में इकाई नहीं दिया है तो मानना चाहिए कि 
इकाई रेडियन है। यदि कोण की इकाई डिग्री है तो उसको स्पष्टतः दर्शाना होगा। उदाहरण के लिए 97(5०) का अर्थ है ]5 डिग्री का 
$7 । परन्तु आ7 (5) का तात्पर्य 5 रेडियन का ऽ†7 है। आगे से '३4' इकाई नहीं दर्शाया जाएगा। जब भी कोण का अंकिक मान बिना 


इकाई के दिया हुआ है तो इकाई वास्तव में रेडियन है। 
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पूरा करता है, तथा «अक्ष से E कि । 

है SES 2 तग | कोण बनाता 
है । समय £पर *-अक्ष पर 07 प्रक्षेप को इस प्रकार व्यक्त 
करते हें है 


x(t) = B cos E थ्ट ) 
2 T 


27 
= B sin क्र 


T= 30 § के लिए, 


xbD=Bsin हा | 


I5 2 


इसको समीकरण (4.4) से तुलना करने पर हमें यह 
ज्ञात होता है कि यह 5 आयाम, 305 आवर्तकाल तथा 


इसे इस प्रकार ५!) = B cos [ हलक ढ्र लिखकर 


प्रारः ग 
भेक कला - 7१4 को सरल आवर्त गति को 


निरूपित करता है । 4 
4.5 सरल आवर्त गति में वेग तथा त्वरण 
एकसमानीय वर्तुल गति करते हुए किसी कण की चाल इसको 
कोणीय चाल गुणा वृत्त की त्रिज्या 4 के बराबर होती है। 
v= A (4.8) 


किसी समय ४ पर, वेग ४ को दिशा वृत्त के उस बिन्दु पर स्पर्शज्या 
के अनुदिश होती है जहाँ कण उस क्षण पर अवस्थित रहता है। 
चित्र 4.]] की ज्यामिति से यह स्पष्ट है कि समय # पर प्रक्षेप 
कण [” का वेग है 


v(t) = OA sin (ot + 0) (]4.9) 





चित्र 74,77 कण P’का वेग (0 सदर्भ कण 7? के वेग ० का 
प्रक्षेप है । 


यहाँ ऋणात्मक चिह्न यह दर्शाता है कि ७( की दिशा «-अक्ष की 
धनात्मक दिशा के विपरीत है। समीकरण (।4.9), सरल आवर्त 
गति करते हुए कण की तात्क्षणिक वेग प्रदत्त करता है, जहाँ विस्थापन 
समीकरण (4.4) से प्राप्त होता है। निस्संदेह इस समीकरण को 
हम बिना ज्यामितीय कोणांक के भी प्राप्त कर सकते हैं। 
इसके लिए सीधे समीकरण (4.4) को के सापेक्ष अबकलित 
करते हैं : 


d 
v= — x(t) (4.]0) 
dt 


सरल आवर्त गति करते हुए कण के तात्क्षणिक त्वरण को 
प्राप्त करने के लिए संदर्भ वृत्त को विधि को इसी प्रकार प्रयोग 
में लाया जा सकता है। 
हमें ज्ञात है कि एकसमानीय वर्तुल गति में कण के 
अभिकेन्द्रीय त्वरण का परिमाण ७२/4 अथवा ८१4 है तथा यह 
केन्द्र की ओर निर्दिष्ट है, अर्थात इसकी दिशा 70 की ओर है। 
प्रक्षेप कण ?” का तात्क्षणिक त्वरण तब होगा (चित्र 4.]2 देखें) 
a(t 5 - ७८3 ९८०05 (ot+ 0) 
a(b =- wx (0 (4.]) 


AF: 
| / 


चित्र 4.22 बिदु P' का त्वरण (८), सदर्भं बिंदु P के त्वरण ॥ का 
प्रक्षेप होता है । 
समीकरण (4.]!) सरल आवर्त गति करते हुए कण का 
त्वरण व्यक्त करता है। इसी समीकरण को, समीकरण (।4.9) 
से प्रदत्त वेग (#) को समय के सापेक्ष अवकलित करके सीधे 
प्राप्त किया जा सकता हैः 


d 
a(t) = हात v(t) (4.]2) 


समीकरण (4.]) से हम एक महत्त्वपूर्ण परिणाम पर ध्यान 
देते हैं कि सरल आवर्त गति में कण का त्वरण इसके विस्थापन 
के अनुक्रमानुपाती होता है। ०६ > 0 के लिए ८(8 < 0 तथा 
2 < 0 के लिए ८(! > 0 होता है। अत: -4 तथा 4 के 
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बीच *का मान कुछ भी हो, त्वरण ४(0 हमेशा केन्द्र की ओर 
निर्दिष्ट रहता है। 
सरलता के लिए हम ¢ = 0 रख कर 260, (0 और 

८(( के व्यंजक को लिखते हैं 
x{D=A cos oft, v(D=—OA sin oft, alb=—-aA cos ot 

संगत आलेख को चित्र 4.]3 में दर्शाया गया है। सभी राशियाँ 
समय के साथ ज्यावक्रोय विचरण करती हैं; केवल उनकी उच्चिष्ठ 
(maxima) में अन्तर होता है तथा उनके आलेखों में कलाओं 
की भिन्नता होती है। २, -4 तथा 4 के मध्य विचरण करता 
है; (0, -८4 तथा ७५4 के मध्य विचरण करता है एवं 
८०(0, -८?^ तथा ७2.4 के मध्य विचरण करता है। विस्थापन 
आलेख के सापेक्ष, वेग आलेख की कला में 7/2 का अंतर है 
तथा त्वरण आलेख की कला में 7 का अंतर है। 


हा | 








eS 


चित्र 4.73 सरल आवर्त गति में किसी कण का विस्थापन, वेग तथा 
त्वरण का आवर्तकाल 7 समान होता है, लेकिन उनकी 
कलाओं में भिन्नता होती हे। 


» उदाहरण 74.5 #कोई पिंड निम्नलिखित समीकरण के 
अनुसार सरल आवर्त गति से दोलन करता है, 


x= (5.0m) cos [(2r rad/s) t+ T/4] 


£= ].5 5 पर, पिंड का (8) विस्थापन, (७) वेग तथा (८) 
त्वरण परिकलित कीजिए । 





हल पिंड की कोणीय आवृत्ति ० =27 5 तथा इसका आवर्तकाल 
4 आओ 


भौतिकी 
t= ].5 पर, 
(9) विस्थापन = (5.0m)cos [257 sJxl.5s+ त ] 
= (5.0 m) ००७ [(37 + ; )] 
= -D.0X0.707m 
= 3.235 m 


(0) समीकरण (।4.9) का उपयोग करने पर पिंड का वेग 


= - (5.0 m) (2757 sin [20 57) x 
(l.5s+ )] 


(5.0m) (20 57) sin [(3r +) 


4 
IJOrXx O0.707ms™: 
22 ms! 


(c) समीकरण (4.]0) का उपयोग करने पर पिंड का त्वरण 
-(277 ऽ)? % विस्थापन 

- (277 57)“ » (-3.535 Im) 

= lI40ms? « 


4:6 सरल आवर्तीगति के लिए बल का नियम 


न्यूटन को गति के दूसरे नियम तथा आवर्त गति करते किसी कण 
के लिए त्वरण के व्यजक (समीकरण ।4.]]) प्रयोग करने पर 


F(t) = ma 
= — mMo’x (t) 
अथवा, F(D=-—- kx(b (]4.]3) 
यहाँ kk = me? (4.42a) 
| 
अथवा, =| (4.]49b) 


mm 

त्वरण की तरह, बल हमेशा माध्य स्थिति को ओर निर्दिष्ट 
रहता है - इसलिए यह सरल आवर्त गति में प्रत्यानयन बल कहलाता 
है। अब तक की गई चर्चाओं को संक्षिप्त करने पर हम पाते हैं 
कि सरल आवर्त गति को दो प्रकार से परिभाषित किया जा सकता 
है, या तो विस्थापन के लिए समीकरण (।4.4) द्वारा अथवा 
समीकरण (।4..3) द्वारा जो कि बल के नियम प्रदान करता है। 
समीकरण (।4.4) से समीकरण (।4.3) प्राप्त करने के लिए 
हमें इसे दो बार अवकलित करना पड़ा। इसी प्रकार बल के नियम, 
समीकरण (।4.]3) को दो बार समाकलित करने पर हमें वापस 
समीकरण (।4.4) प्राप्त हो सकता है। 

ध्यान दीजिए कि समीकरण (।4..3) में बल 4! के 
रेखिकीय समानुपाती है। अतः इस तरह के बल के प्रभाव से दोलन 
करते हुए किसी कण को रैखिक आवर्ती दोलक कहते हैं। वास्तव 
में, बल के व्यंजक में २2, २% आदि के समानुपाती कुछ पद हो 
सकते हैं। अत: इन्हें अरैेखिक दोलक कहते हैं। 
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» उदाहरण 74.6 कमानी स्थिरांक £ की दो सर्वसम 
कमानियाँ ॥४ संहति के किसी गुटके तथा स्थिर आधारों 
से चित्र 4.4 में दर्शाए गए अनुसार जुड़ी हुई है । 


CSS) 


चित्र 4.74 


यह दर्शाइए कि जब गुटके को अपनी साम्यावस्था की स्थिति 
से किसी ओर विस्थापित किया जाता हे, तब यह सरल 
आवर्त गति करता है । दोलन का आवर्तकाल ज्ञात कीजिए । 


हल मान लीजिए गुटके को अपनी साम्यावस्था को स्थिति से 
दाई ओर %दूरी तक विस्थापित किया जाता है। इसे चित्र 
।4.5 में दिखाया गया है। इस स्थिति में बाई ओर की कमानी 
* लंबाई द्वारा दीर्धित हो जाती है तथा दाई ओर की कमानी भी 
उतनी ही लंबाई द्वारा संपीडित हो जाती है । तब गुटके पर कार्यरत 
बल 





77 = -॥% (कमानी द्वारा बाई ओर आरोपित बल, जो 
गुटके को माध्य स्थिति को ओर खींचने 
का प्रयास करता है ।) 

ह, = -** (कमानी द्वारा दाई ओर आरोपित बल, जो 
गुटके को माध्य स्थिति को ओर धकेलने 
का प्रयास करता है ।) 





चित्र 74.45 
तब गुटके पर आरोपित नेट बल, 


f=. 2 IF 
अतः, गुटके पर आरोपित बल विस्थापन के अनुक्रमानुपाती 
तथा माध्य-स्थिति की ओर निर्दिष्ट होता है; इसलिए, गुटके की 
गति सरल आवर्त गति है । इसमें दोलन का आवर्तकाल, 


T =2r हे । र 
2k 


4.7 सरल आवर्त गति में ऊर्जा 

सरल आवर्त गति करते हुए कण की स्थितिज तथा गतिज ऊर्जाएँ 

दोनों शून्य तथा अपने अधिकतम परिमाण के बीच विचरण करती हैं। 
अनुभाग ]4.5 में हमने देखा है कि सरल आवर्त गति करते 

किसी कण का वेग समय का आवर्ती फलन होता है । विस्थापन 

की चरम स्थितियों में यह शून्य होता है । अतः ऐसे कण की 

गतिज ऊर्जा (7), जिसे हम इस प्रकार परिभाषित करते हैं, 


K = र mV” 
2 
= नर m A’ sin’ (७/ + /) 


= kk AS sin (at + 0) (4.5) 


भी समय का आवर्ती फलन होती है जिसका परिमाण विस्थापन 
अधिकतम होने पर शून्य तथा कण के माध्य स्थिति पर होने पर 
अधिकतम होता है । ध्यान दीजिए, चूँकि गतिज ऊर्जा # में, ० 
के चिह्न का कोई अर्थ नहीं होता, अतः /# का आवर्तकाल 
7५2 है। 

सरल आवर्त गति करने वाले किसी कण की स्थितिज 
ऊर्जा कितनी होती है ? अध्याय 6 में हमने देखा है कि स्थितिज 
ऊर्जा की संकल्पना केवल सक्षी बलों के लिए ही होती है । 
कमानी बल 77-- #८ एक सक्षी बल है जिससे स्थितिज ऊर्जा 
संयुक्त होती है । 


U= kx (4.26) 
अतः सरल आवर्त गति करते किसी कण की स्थितिज ऊर्जा, 


] 
fx’ 
9) 


=k A cos (at + 0) (4.7) 


इस प्रकार, सरल आवर्त गति करते किसी कण को स्थितिज 
ऊर्जा भी आवर्ती होती है जिसका आवर्तकाल 7/2 होता है, यह 
ऊर्जा माध्य स्थिति में शून्य तथा चरम विस्थापनों पर अधिकतम 
होती है । अतः समीकरणों (]4.5) तथा (4.7) से हमें 
निकाय की कुल ऊर्जा ह, प्राप्त होती है, 


E=U+K 
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= नर Ik A’ cos‘ (ot + ७) + न Kk A’ sin (dt + 9) 


= ड k 47 | cos (ot + ७) + sin’ (ot + 6) 


त्रिकोणमिती की सामान्य तादात्मक को प्रयोग करने पर कोष्ठक 
में दी गई राशि का मान एक प्राप्त होता हे। अतः 


] 
E=okA (4.8) 


जैसा कि सरक्षी बलों के अधीन गतियों के लिए आशा की जाती 
है किसी भी सरल आवर्ती दोलक की कुल यांत्रिक ऊर्जा 
कालाश्रित नहीं होती । किसी रैखिक सरल आवर्ती दोलक की 
गतिज तथा स्थितिज ऊर्जाओं को समय और विस्थापन पर 
निर्भरता चित्र ]4.6 में दर्शायी गई है । 


SY E=k(b + ए(0 





(a) 


Ik ऋः + Uo) 





चित्र 74,76 गतिज ऊर्जा, स्थितिज ऊर्जा तथा कुल ऊर्जा समय के 
फलन के रूप में |(०) में दर्शित] तथा सरल आवर्त गति 
करते हुए कण का विस्थापन |(9) में दर्शित]। गतिज 
ऊर्जा तथा स्थितिज ऊर्जा दोनों आवर्तकाल 7/2 के 


पश्चात पुनरावृत्ति करते हैं। £ तथा % के सभी मानों 


के लिए कुल ऊर्जा नियत रहती है। 


ध्यान दीजिए कि सरल आवर्त गति में स्थितिज तथा गतिज 
दोनों ऊर्जाएँ चित्र ।4.]6 में हमेशा धनात्मक मानी गई हैं। 
निस्सन्देह गतिज ऊर्जा कभी ऋणात्मक नहीं हो सकती, क्योंकि 
यह चाल के वर्ग के समानुपाती होती है। स्थितिज ऊर्जा के 
समीकरण में गुप्त नियतांक के चयन के कारण स्थितिज ऊर्जा 
धनात्मक होती है। गतिज तथा स्थितिज दोनों ऊर्जाएँ 5प्ताश के 
प्रत्येक आवर्तकाल में दो बार अपनी चरम स्थिति को प्राप्त करती 
हैं। «= 0 के लिए, ऊर्जा गतिज है; चरम स्थिति «= + ^ पर 
यह पूरे तौर पर स्थितिज ऊर्जा है। इन सीमाओं के बीच गति करते 
हुए, स्थितिज ऊर्जा के घटने से गतिज ऊर्जा बढ़ती है तथा गतिज 
ऊर्जा के घटने से स्थितिज ऊर्जा बढ़ती है। 


कमानी से बाँधा गया है । कमानी काकमानी*स्थिरांक 
5ON mM? है । गुटके को उसकी-साम्बाँवस्था की स्थिति 
*=/0 से £= 0 पर किसी घर्षणहीन 'पुष्ठ पर कुछ दूरी 


% = ]0 ०m तक खींचा /जाता$है। जब गुटका अपनी 
माध्य-स्थिति से 5८० दूर्/ है, तब उसकी गतिज, 
स्थितिज तथा, कुलच्ऊर्जाएँ परिकलित कीजिए । 





हल 


गुटका सरल आवर्त गति करता है । समीकरण [4.74(0)] से 
इसको कोणीय आवृत्ति 


_ ली Nm! 
l kg 


7.07 rad 57 होगी, 


तब किसी समय £ पर इसका विस्थापन 
4 = 0.] ८०७ (7.075 होगा । 

अतः, जब कण अपनी माध्य स्थिति से 5 ८7 दूर है, तब 
0.05 = 0.] cos (7.075) 

अथवा C०७ (7.07 = 0.5, 


अतः, sin (7.070 = 


V3 
~ = 0.866 
2 


2020-2I 


दोलन 


365 





तब गुटके का «= 5 ठा पर वेग = 0.ल्‍ 7.07 % 0.866m 57 
=0.6lm 87 


] 
अतः, गुटके की गतिज ऊर्जा = ठ mW" 


l kg - १2 
= zLIkgx(0.6I23ms } | 
= 0.]9 J 


तथा गुटके को स्थितिज ऊर्जा = - lox’ 


= नर (SON mM 'x0.05x0.05 m ) 


= 0.06253 
-. = 5 27 पर गुटके को कुल ऊर्जा 
= (0.9 + 0.0625) J 
= 0.250 
हम यह भी जानते हैं कि अधिकतम विस्थापन पर, गतिज ऊर्जा 
शून्य होती है, अतः निकाय की कुल ऊर्जा स्थितिज ऊर्जा के 
बराबर होती है । अत: निकाय की कुल ऊर्जा, 


] 
= 5 (GONm!x0O.]lmXx0O.]lm) 


= 0.25] 
यह ऊर्जा 5 ८7 विस्थापन पर दोनों ऊर्जाओं के योग के बराबर ही 
है । यह ऊर्जा संरक्षण सिद्धांत के अनुकूल है। 


4.8 सरल आवर्त गति निष्पादित करनेवाले कुछ निकाय 


निरपेक्षतः शुद्ध सरल आवर्त गति के कोई भौतिक उदाहरण नहीं 
हैं । अपने व्यावहारिक जीवन में हम ऐसे निकाय देखते हैं जो 
किन्ही निश्चित परिस्थितियों में लगभग सरल आवर्त गति करते 
हैं । इस अनुभाग में इसके पश्चात्‌ हम एसे ही कुछ निकायों की 
गतियों की चर्चा करेंगे । 

4.8.] कमानी के दोलन 


सरल आवर्त गति का सरलतम प्रेक्षण योग्य उदाहरण, चित्र 
4.7 की भाँति, किसी कमानी के एक सिरे से जुड़े 7 संहति 
के किसी गुटके के छोटे दोलन होते हैं । कमानी का दूसरा सिरा 
एक दुढ़ दीवार से जुड़ा होता है । गुटके को किसी समतल 
घर्षणरहित पृष्ठ पर रखते हैं । यदि गुटके को एक ओर थोड़ा 
खींचकर छोड़ दें, तो वह किसी माध्य स्थिति पर इधर-उधर गति 
करने लगता है । मान लीजिए ५ = 0 गुटके के केंद्र की उस 
स्थिति को सूचित करता है जब कमानी विश्रांत अवस्था में है । 
चित्र में अंकित स्थितियाँ -4 तथा +4 माध्य स्थिति से बाई तथा 





चित्र 74,॥ 7 एक रैखिक सरल आवर्ती दोलक जिसमें गा सहति का 
एक गुटका किसी कमानी से जुड़ा है । गुटका एक 
घर्षणरहित पृष्ठ पर गति करता है । एक बार किसी 
ओर खींचकर छोड़ने पर गुटका सरल आवर्त गति 
करता है । 
दाई ओर के अधिकतम विस्थापनों को इंगित करती हैं । हम 
पहले ही पढ़ चुके हैं कि कमानियों में विशेष गुण होते हैं, जिन्हे 
सर्वप्रथम एक अंग्रेज भौतिकीवेत्ता रॉबर्ट हुक ने खोजा था । 
उन्होंने दर्शाया कि जब ऐसे किसी निकाय को विरूपित किया 
जाता है, तो उस पर एक प्रत्यानयन बल लगता है, जिसका 
परिमाण विरूपण अथवा विस्थापन के अनुक्रमानुपाती होता है 
तथा यह विपरीत दिशा में कार्य करता है । इसे हुक का नियम 
(अध्याय 9) कहते हैं । यह नियम तब भलीभाँति लागू होता हे 
जब विस्थापन कमानी को लंबाई को तुलना में काफी कम होते 
हैं । किसी समय £ पर, यदि गुटके का उसकी माध्य स्थिति से 
विस्थापन «है, तो गुटके पर कार्यरत बल ह इस प्रकार व्यक्त 
किया जाता है, 
FEY = - kx (4.29) 
यहाँ ॥ आनुपातिकता स्थिरांक है जिसे कमानी-स्थिरांक 
कहते हैं, तथा इसका मान कमानी के प्रत्यास्थ गुणों से ज्ञात 
किया जाता है । किसी दृढ़ कमानी के लिए / का मान अधिक 
तथा मृदु कमानी के # का मान कम होता है । समीकरण 
(4..9), सरल आवर्त गति के लिए बल-नियम के समान है, 
अतः यह निकाय सरल आवर्त गति करता है । समीकरण 
(4.]4) से हमें यह संबंध प्राप्त होता है, 


60 = | (4.20) 
m 


तथा दोलक का आवर्तकाल, 7 इस प्रकार व्यक्त किया जाता है 


|” 
T= 2 77, 7 (]4.2]) 


दृढ़ कमानियों के # (कमानी स्थिरांक) के मान ज्यादा होते हैं। 
दृढ़ कमानी से जुड़े लघु संहति के एक गुटके को दोलन आवृत्ति 
समीकरण (4.20) के अनुसार ज्यादा होगी, जैसा की भौतिक 
रूप से अपेक्षित हे। 
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» उदाहरण 74.8 500N 777 कमानी स्थिरांक को 
किसी कमानी से 5 ५९ संहति का कोई कॉलर जुड़ा है जो 
एक क्षैतिज छड़ पर बिना किसी घर्षण के सरकता है । 


कॉलर को उसको साम्यावस्था की स्थिति से ]0.0cm 
विस्थापित करके छोड़ दिया जाता है । कॉलर के 
(३) दोलन का आवर्तकाल (०) अधिकतम चाल तथा 
(८) अधिकतम त्वरण परिकलित कीजिए । 





हल (७) समीकरण (।4.2]) के अनुसार दोलन का आवर्त 


काल होता है : 
| 
वः के D7 a 
र K 
ड 5.0kg 
५५7 en 5 Tt 
SOON (2T/l0)s 
= 0.635 


(७) सरल आवर्त गति करते कॉलर का वेग इस प्रकार 
व्यक्त किया जाता है, 


v(0=-—A ७ 7 (ot + 0) 
अतः अधिकतम चाल, 


0 = A 
mm 


| 
Tl ४६ 555 
m 
i Nm 
= (0.] >< उद्व kg 


= lms! 
और यहाँ «= 0 
(८) साम्यावस्था को स्थिति से 4 विस्थापन पर 
कॉलर का त्वरण इस प्रकार व्यक्त किया जाता है, 
a(h= -w’x(t 
_ उ x(t) 


ml 
अतः अधिकतम त्वरण 


५ TOA 
] 
_ BDOONmी Oi 
Skg 
= JOM 52 
और यह अग्रान्त पर घटित होता है। < 


4.8.2 सरल लोलक 


यह कहा जाता है कि गैलीलियो ने किसी चर्च में एक 
दोलायमान झाड्फानूस का आवर्तकाल अपनी नाड़ी की स्पंद 


गति द्वारा मापा था । उसने यह निष्कर्ष निकाला कि झाड्फानूस 
की गति आवर्ती है । यह निकाय लोलक का ही एक प्रकार होता 
है । लगभग ] मीटर लंबे न खिंचने वाले धागे को लेकर उसके 
एक सिरे से पत्थर का टुकड़ा बाँधकर आप भी अपना एक लोलक 
बना सकते हैं । अपने लोलक को किसी उचित टेक से बाँधकर 
इस प्रकार लटकाइए कि वह स्वतंत्रतापूर्वक दोलन कर सके । 
पत्थर के टुकड़े को कम दूरी तक विस्थापित करके छोड़ दीजिए । 
पत्थर इधर-उधर गति करने लगता है । पत्थर की यह गति आवती 
होती हे जिसका आवर्तकाल लगभग 2 सेकंड होता है। 

हम यह स्थापित करेंगे कि मध्यमान स्थिति से लघु 
विस्थापनों के लिए इस लोलक को आवर्त गति सरल आवर्त 
गति होती है। किसी ऐसे सरल लोलक पर विचार कीजिए जिसमें 
॥ द्रव्यमान का कोई लघु आमाप का गोलक 7 लम्बाई के 
द्रव्यमानहीन तथा न खिंचने योग्य डोरी के एक सिरे से बंधा हो। 
डोरी का दूसरा सिरा किसी दुढ़ टेक से जुड़ा है। गोलक इस 
ऊर्ध्वाधर दुढ़ टेक से होकर जाने वाली रेखा के अनुदिश तल में 
दोलन करता है। यह व्यवस्था चित्र ]4.]8(4) द्वारा दर्शाई गई है। 
चित्र ।4.]8 (9) में दोलक पर कार्यरत बल प्रदर्शित किए गए 
हैं जो एक प्रकार का बल-निर्देशक आरेख है। 


क बिंदु 








EN mg SIMO. 
mg 


b 
चित्र ]4.8 (०) माध्य स्थिति के सापेक्ष दोलन करता कोई सरल 
लोलक, (0) त्रिज्य बल 79 ८०5७ अभिकेद्ध बल 
प्रदान करता है परतु धुराग्र के सापेक्ष इसका कोई 
बल-आपूर्ण नहीं होता। स्पर्श रेखीय बल mg sin 
प्रत्यानयन बल प्रदान करता है। 
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माना कि डोरी ऊर्ध्वाधर से ७ कोण बनाती है। जब गोलक 
माध्य स्थिति में होता है तो ७=0 


गोलक पर केवल दो बल कार्यरत हैं : डोरी की लंबाई 
के अनुदिश तनाव 7 तथा गुरुत्व के कारण ऊर्ध्वाधर बल 
(=m) । हम बल 7 का वियोजन डोरी के अनुदिश घटक 
mg ०05 9 तथा उसके लंबवत्‌ mg sin 9 के रूप में कर सकते 
हैं। चूँकि गोलक की गति 7. त्रिज्या के किसी वृत्त के अनुदिश हे 
जिसका केन्द्र धुराग्र बिन्दु पर स्थित है, अतः गोलक का कोई 
त्रिज्य त्वरण (७7) तथा साथ ही स्पर्शरेखीय त्वरण होगा। 
स्पर्शरेखीय त्वरण का कारण वृत्त के चाप के अनुरूप गति का 
एकसमान न होना है। त्रिज्य त्वरण नेट त्रिज्य बल 7-7 ००७9 
के कारण होता है जबकि स्पर्शरेखीय त्वरण 776 $76 के कारण 
उत्पन्न होता है। धुराग्र के सापेक्ष बल आघूर्ण पर विचार करना 
अधिक सुविधाजनक होता है क्योंकि तब त्रिज्य बल का आघूर्ण 
शून्य हो जाता है। इस प्रकार आधार के सापेक्ष बल आघूर्ण 7 बल 
के स्पर्शरेखीय घटक द्वारा ही पूर्णतया प्राप्त होता है। 


T= —L (mg sin 0) (]4.22) 
यह एक प्रत्यानयन बल आघूर्ण है जो विस्थापन के परिणाम को 
कम करने का प्रयास करता है; इसी कारण इसे ऋणात्मक चिह्न 
द्वारा व्यक्त किया गया है। घूर्णी गति के लिए न्यूटन के नियम 


के अनुसार 
t=I@ (4.23) 
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सरल आवर्त गति-आयाम कितना छोटा होना चाहिए? 


जब आप किसी सरल लोलक का आवर्त काल ज्ञात करने के 
लिए प्रयोग करते हैं तो आपके अध्यापक आयाम को कम 
रखने की सलाह देते हैं। परन्तु क्या आपने कभी सोचा है कि 
यह 'कम' कितना कम होना चाहिए? क्या आयाम 5°, 2°, 
।°, या 0.5° होना चाहिए या यह ]0°, 20°, या 30° भी हो 
सकता है। 


इसको मात्रा समझने के लिए यह अच्छा होगा कि हम 
लोलक का आवर्तकाल भिन्न आयामों के लिए ज्ञात करें। परतु 
प्रयोग के दौरान आपको ध्यान रखना होगा कि अधिक आयामों 
की अवस्था में भी लोलक ऊर्ध्वाधर तल में ही दोलन करे। मान 
लीजिए कम आयाम वाले दोलनों के लिए आवर्तकाल 7 (0) 
है। तथा 9 आयाम के लिए आवर्तकाल 76) = ८7 (0), यहाँ 
८ गुणककाल है। यदि आप ८ और 6७, में ग्राफ खींचे तो इनके 


विभिन्न मान इस प्रकार होंगे। 
6 20° 45 50 "70? 90° 


0 


C ].02 ].04 ].05 ].]0 ].]8 


इस सारणी से स्पष्ट है कि लगभग 20° के आयाम पर 
आवर्तकाल में त्रुटि लगभग 2%, 50° के आयाम पर 5%, 
70% के आयाम पर ]0% तथा 90° के आयाम पर 
8% है। 


यहाँ 7 धुराग्र बिंदु के परित: लोलक का घूर्णी जडत्व है तथा ८ 
उसी बिंदु के परित: कोणीय त्वरण है । इस प्रकार 
Io = —-mgL sin 0 (]4.24) 
mgL sin 9 


अथवा & >> >क्ाझ्रएणए (4.25) 


I 
यदि हम यह मानें कि विस्थापन ७ छोटा हे, तो समीकरण 
(]4.25) को सरल बना सकते हें । हम जानते हैं कि 97 6 को 
इस प्रकार व्यक्त किया जा सकता हे, 


6 95 
sin 0 = 9 - ड” ला — "e+ (]4.26) 
यहाँ ७ रेडियन में है। 


अब यदि 6 छोटा हे, तो $० 9 का सन्निकटन 6 द्वारा 
किया जा सकता हे । ऐसी परिस्थिति के समीकरण (।4.25) 
को इस प्रकार भी लिख सकते हैं, 


mgL 
& = -— जा 0 (4.27) 





सारणी ]4.] में हमने कोण 6 को अंशों में, इसके तुल्यांक 
रेडियनों में, तथा फलन $7 6 के मान सूचीबद्ध किए हैं । 
सारणी से यह देखा जा सकता है कि ७ के 20 अंश तक बड़े 
मानों के लिए $! 6 के मान लगभग वही होते हें जैसे ७ को 
रेडियनों में व्यक्त करने पर मिलते हैं 
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प्रयोग से आप कभी भी 7' (0) नहीं माप सकते। क्योंकि 
यह शून्य दोलन का सूचक है। सैद्धांतिक रूप से भी 6 = 
0 पर $7 0, 0 के बराबर होता है। 0 के अन्य मानों के लिए 
कुछ त्रुटि तो आ ही जाएगी। यह त्रुटि 6 के मान में वृद्धि से 
बढ़ती है। अतः हमें यह पहले ही निश्चित कर लेना होगा कि 
त्रुटि को कितनी सीमा होनी चाहिए। वास्तव में कोई भी मापन 
पूर्ण रूप से ज्रुटिरहित नहीं होता है। आपको निम्न प्रश्नों पर 
भी विचार करना होगा जैसे विराम घड़ी के मान में यथार्थता 
क्या है? घड़ी के शुरू करने तथा रोकने में आपकी यथार्थता 
क्या है? आपको पता चलेगा कि इस स्तर पर प्रयोगों में 
यथार्थता कभी भी 5% या ]0% से अधिक नहीं होती। 
उपरोक्त सारणी से स्पष्ट है कि किसी दोलक के आवर्तकाल 
में वृद्धि 50° के आयाम पर भी 5% से अधिक नहीं होती है। 
अतः आप अपने प्रयोगों में लोलक का आयाम 50° या इससे 
कम रख सकते हैं। 
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भौतिकी 





सारणी 4.] ऽ¡# 0 कोण ७ के फलन के रूप में 





6 ( अंशों में ) 6 ( रेडियनों में ) & 0 
0 0 0 

| 5 0.087 0.087 | 

शक | 0.74 0.74 | 

Ms 0.262 0.259 | 
| 29 ।. ०.349 0.342 | 0.349 0.342 


गणितीय रूप में समीकरण (4.27) समीकरण (।4.]) के 
तुल्य है, अंतर केवल यह है कि यहाँ चर राशि कोणीय त्वरण 
है। अतः हमने यह सिद्ध कर दिया है कि 6 के लघु मानों के 
लिए गोलक की गति सरल आवर्त गति है। 

समीकरण (4.27) तथा समीकरण (।4.]2) से हम 
यह देखते हैं कि 


|r mgL 
I 


तथा लोलक का आवर्तकाल 





f a 





नि (4.28) 


अब क्योंकि लोलक की डोरी द्रव्यहीन है, अतः जडत्व आघूर्ण 
] केवल 77०» के तुल्य होगा। इससे हमें सरल लोलक के आवर्त 
काल के लिए सुपरिचित सूत्र मिल जाता है 


T a) | 
» उदाहरण 4.9 उस सरल लोलक की लंबाई ,क्या. हे 
जो हर सेकंड के बाद टिक करता हे ? 


हल समीकरण (4.29) से किसी सरल लोलक का आवर्तकाल, 


| 
TT ह 
& 


इस संबंध से हमें प्राप्त होता हे, 

_ 7 

थाः 
हर एक सेकड के बाद टिक करने वाले सरल लोलक का 
आवर्तकाल 7, 2 § होता है । अतः ७ = 9.8 7 ऽ? तथा 
T= 2 § के लिए सरल लोलक की लंबाई 





_9.8(m 3 )x4 (57) 


L 
Ant 


=. | Til श 


4.9 अवमंदित सरल आवर्त गति 


हम जानते हैं कि वायु में दोलन करने वाले किसी सरल लोलक 
को गति धीरे-धीरे समाप्त हो जाती हे । ऐसा क्यों होता है ? 
इसका कारण यह है कि वायु का कर्षण बल तथा टेक पर घर्षण 
बल लोलक की गति का विरोध करते हें जिससे धीरे-धीरे 
इसका ऊर्जा-क्षय होता रहता है । लोलक के इस प्रकार के 
दोलनों को अवमंदित दोलन कहते हैं । अवमंदित दोलनों में 
यद्यपि निकाय को ऊर्जा का धीरे-धीरे क्षय होता रहता है तथापि 
आभासी रूप से दोलन आवर्ती रहते हैं । व्यापक रूप में क्षयकारी 
बल घर्षण बल ही होते हैं । इस प्रकार के बाह्य बलों का किसी 
दोलक की गति पर प्रभाव समझने के लिए आइए चित्र ]4.9 
में दर्शाए किसी निकाय पर विचार करें । यहाँ / कमानी-स्थिरांक 


क दद टेक 





चित्र 74,79 परिवेश में उपस्थित शयान माध्यम दोलन करते गुटके 
पर अवमदन बल आरोपित करता है जिसके कारण 
वह अतत: विराम स्थिति में आ जाता है। 


की किसी प्रत्यास्थ कमानी से जुड़ा कोई गुटका ऊर्ध्वाधर दोलन 
करता दिखाया गया है। यदि गुटके को नीचे की ओर थोड़ा 
खींचकर छोड़ दिया जाए तो समीकरण (4.20) के अनुसार 


यह ८ = | को कोणीय आवृत्ति से दोलन करने लगेगा। 


तथापि वास्तविक स्थिति में गुटके के परिवेश में स्थित माध्यम 
(वायु) उसको गति पर कोई अवमंदन बल आरोपित करेगा तथा 
गुटका-कमानी निकाय को यांत्रिक ऊर्जा घटती जाएगी। ऊर्जा 
हास परिवेश माध्यम के (तथा गुटके के भी) ताप के रूप में 
परिलक्षित होगा (चित्र 4.।9)। 


अवमंदन बल परिवेश माध्यम को प्रकृति पर निर्भर करेगा। 
यदि गुटका किसी द्रव में डूबा हो तो अवमंदन बल का परिमाण 
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दोलन 
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उच्च होगा तथा ऊर्जा क्षय की दर भी द्रुत होगी। सामान्यतः 
अवमंदन बल गोलक के वेग के अनुक्रमानुपाती होता है [स्टोक्स 
के नियम का स्मरण कीजिए, समीकरण (।0.9)] तथा यह 
वेग की दिशा की विपरीत दिशा में कार्यरत होता है। यदि 
अवमंदन बल को हि, से निरूपित किया जाए तो 
F,=- bv ( [4.30 ) 
जहाँ धनात्मक स्थिरांक 9 माध्यम के गुणों (उदाहरण के 
लिए श्यानता), तथा गुटके की अमाप तथा आकृति पर निर्भर 
करता है। समीकरण (4.30) सामान्यतः वेग के न्यून मानों के 
लिए ही वेध हे। 
जब कमानी से कोई द्रव्यमान 77 से जोड़कर छोड़ते हैं तो 
कमानी की लंबाई में कुछ वृद्धि होती है तथा द्रव्यमान एक 
ऊँचाई पर आकर स्थिर हो जाता है। इस अवस्था को दव्यमान 
की संतुलन अवस्था कहते हैं जिसे चित्र 4.।9 में 0 से दर्शाया 
गया है। जब द्रव्यमान को थोड़ा नीचे या ऊपर खींचते हैं तो इस 
पर एक प्रत्यावस्था (प्रत्यानयन) बल #' 5-८४, कार्य करता है। 
जहाँ 5 द्रव्यमान की संतुलन अवस्था से विस्थापन* है। इस 
प्रकार किसी क्षण द्रव्यमान पर कार्य करने वाला कुल बल होता 
है ह = -/ॐ - ४। यदि किसी क्षण £ पर द्रव्यमान का त्वरण 
(! हो तो न्यूटन को गति के द्वितीय नियम को गति को दिशा 
में लागू करने पर हमें प्राप्त होता है 
m a(t) = -k x(t —-buv(l (]4.3]) 
यहाँ पर हमने सदिश संकेत का प्रयोग नहीं किया है क्योंकि 
हम एकविमीय गति का वर्णन कर रहे हैं। 
(0 तथा (0 के लिए 2409 के प्रथम तथा द्वितीय 
अवकलज क्रमशः प्रतिस्थापित करने पर हमें प्राप्त होता है 


2 
m र +b EE +kx=0O (4.32) 
dt dt 


समीकरण (।4.32) का हल वेग के अनुपाती अवमंदन बल 
के प्रभाव में गुटके की गति का वर्णन करता है। इसका हल 


निम्न रूप में होता है 
xD = Ae?“ cos(ot+ ७) (4.33) 


जहाँ 4 अवमंदित दोलन का आयाम तथा ७' इसकी कोणीय 
आवृत्ति होता है 


Fr | 9 (4.34) 
m 4m? 


इस फलन में, कोज्या (८०७) फलन का आवर्तकाल 27/८ है 
परंतु यह फलन वस्तुतः: आवर्ती नहीं है क्योंकि कारक ८९४» 
समय के साथ निरंतर घटता है । फिर भी यदि एक आवर्तकाल 
7 में घटोतरी कम हे, तो समीकरण (।4.33) द्वारा निरूपित गति 
सन्निकट रूप से आवर्ती है । 





समीकरण (4.33) द्वारा दर्शाए गए हल को चित्र 4.20 
में दिए अनुसार ग्राफीय निरूपण द्वारा दर्शाया जा सकता है । इसे 
हम एक कोज्या फलन की भाँति मान सकते हैं जिसका आयाम 
4९४२" समय के साथ धीरे-धीरे घटता है । 


lO 





-lOs 5 I0 5 20 25 
t 


चित्र 4.20 दोलन के घटते हुए आयाम के साथ एक अवमदित 
दोलक सन्तिकट रूप से आवती होता है। ज्यादा अवमंदन 
होने पर दोलन द्रुत रूप से क्षीण हो जाती है। 


अल मंदित यंत्रिक J 

किसी अनवमंदित दोलक की यांत्रिक ऊर्जा Fs होती है। 

यदि दोलक में अवमंदन हे, तो आयाम अचर नहीं होता, वरन 

समय पर निर्भर करता है। यदि अवमंदन लघु है, तो हम आयाम 

को 4९/2 मानकर उसी व्यंजक का उपयोग कर सकते हैं । 
] 

E(D 3 ~ k Alet/m (4.35) 


समीकरण (4.35) यह दर्शाता है कि निकाय की कुल ऊर्जा 
समय के साथ चरघातांकी रूप में घटती है । ध्यान दीजिए, लघु 


ह b 
अवमंदन का तात्पर्य यह है कि विमाहीन अनुपात Fi का 


मान ] से बहुत कम है । 


इस खंड में उल्लिखित समीकरणों में 9 का मान शून्य रखने पर 
अवमंदित दोलक में समीकरण आशा के अनुरुप सामान्य दोलक 
के लिए समीकरणों में परिवर्तित हो जाते हैं । 


» उदाहरण 74.0: चित्र ]4.।9 में दर्शाए अवमंदित दोलक 
के लिए गुटके का द्रव्यमान m= 200 8, «= 90 Nm? 
तथा अवमंदन स्थिरांक = 40 ४ 5: है । (३) दोलन का 
आवर्तकाल, (७) वह समय जिसमें इसके कंपन का 


आयाम अपने आरंभिक मान का आधा रह जाता हे तथा 
(८) वह समय जिसमें यांत्रिक ऊर्जा अपने आरंभिक मान 
की आधी रह जाती है, परिकलित कीजिए । 





हल (a) km= 90x0.2= I8kgN m= l8kg’s™?; 
इसलिए ,[क्वा = 4.243 8 ऽ! और 9 = 0.04 । ऽ! अतः 


* गुरुत्व के प्रभाव में गुटका डोरी पर किसी निश्चित साम्यावस्था की स्थिति 0 पर होगा। यहाँ « उस भाग से विस्थापन को निरूपित करता है। 


2020-2I 


370 


भौतिकी 





७, ता से अति निम्न है। समीकरण (4.34) से आवर्त काल 7 


T= 27 | mM _o व पुर 0.2 kg 


0.3 5 
(3) अब, समीकरण (4.33) से, वह समय, 7, जिसमें 


/2 


आयाम घटकर अपने आरंभिक आयाम का आधा रह जाता है ; 








In(l/2) 
2 ‘p/2m 
र Ge x 2x 200s 
0 
- 6.93 5 
(0) वह समय £,,,, जिसमें दोलन की यांत्रिक ऊर्जा घटकर 


! aN 


अपने आरंभिक मान को आधी रह जाती हे, परिकलित करने के 
लिए हमें समीकरण (4.35) की सहायता लेनी होती है । इस 
समीकरण से 





(६ ,2)//५ (0) 5 EXD (-7/, ,,/77 
अथवा Vo = exp (-bt, 7 
n(l/2) = (Dt,,,/ 77 
अथवा FOS opps = Sis 
2 40 857 १०७०७ 


यह वास्तव में क्षय काल का आधा है। यह उचित ही है क्योंकि 
समीकरण (4.33) और (4.35) के अनुसार ऊर्जा आयाम के 
वर्ग पर निर्भर करती है। ध्यान दें कि दोनों समीकरणों के घातांकों 
में गुणज 2 है। -4 
4.।0 प्रणोदित दोलन तथा अनुनाद 

जब किसी निकाय (जैसे कोई सरल दोलक या कमानी से 
लटका हुआ कोई गुटका) को उसको साम्यावस्था से विस्थापित 
कर मुक्त किया जाता है तो वह अपनी प्राकृतिक आवृत्ति ७ से 
दोलन करने लगता है। इस प्रकार के दोलन मुक्त दोलन 
कहलाते हैं। सभी मुक्त दोलन सदैव उपस्थित रहने वाले क्षय 
बलों के कारण अंतत: रुक जाते हैं, तथापि कोई बाह्य कारक 
(बल) इन दोलनों को बनाए रख सकता है। ऐसे दोलनों को 
प्रणोदित अथवा परिचालित दोलन कहते हैं। हम किसी ऐसी 
स्थिति पर विचार करेंगे जब कार्यरत बाह्य बल को प्रकृति 
आवर्ती हो जिसको प्राकृतिक आवृत्ति ७, को परिचालित आवृत्ति 
कहा जाता है। प्रणोदित अथवा परिचालित आवर्ती दोलनों के 
संदर्भ में सबसे महत्वपूर्ण तथ्य यह है कि निकाय अपनी 
प्राकृतिक आवृत्ति ७ से दोलन नहीं करता वरन यह बाह्य बल 
को आवृत्ति ७, से दोलन करता है; मुक्त दोलन अवमंदन के 
कारण समाप्त (रुक) हो जाते हैं। इसका सबसे सामान्य उदाहरण 
किसी पार्क में झूले के वह प्रणोदित दोलन हैं जो बच्चे द्वारा फर्श 


को अपने पेरों से धक्का देकर (अथवा किसी अन्य व्यक्ति द्वारा 
आवर्ती रूप में धक्का देकर) आवर्ती बल आरोपित करने के 
फलस्वरूप स्थापित होते हैं। 


मान लीजिए किसी अवमंदित दोलक पर समय के साथ 
विचरण करने वाले ह,आयाम का कोई आवती बाह्य बल 7) 


आरोपित किया जाता हे । इस बल को इस प्रकार निरूपित 
करते हैं, 


FD =F, ९०05 ७, t (]4.36) 


समीकरण (।4.36) द्वारा निरूपित किसी कण का रैखिक 
प्रत्यानयन बल, अवमंदित बल तथा कालाश्रित प्रणोदित 
बल के संयोजी प्रभाव के अतर्गत गति को इस प्रकार व्यक्त 
करते हैं, 


m all) = -k xD - bulb + F, cos ७, (4.37a) 


समीकरण (।4.37a) में त्वरण को 42/०४2 द्वारा प्रतिस्थापित 
तथा उसे पुनर्व्यवस्थित करने पर, 


dx dx F 
m त +b त kx = 7, ९०095 ७ (I4:37b) 


यह 7 द्रव्यमान वाले उस दोलित्र का गति समीकरण है जिस पर 
७, (कोणीय) आवृत्ति वाला बल कार्यरत है। प्रारंभ में दोलित्र 
अपने प्राकृतिक आवृत्ति ७ से दोलन करता है। जब हम इस पर 
एक बाह्य आवृत्ति बल लगाते हैं तो प्राकृतिक आवृत्ति वाला 
दोलन क्षीण हो जाता है और वस्तु आरोपित बाह्य बल की 
(कोणीय) आवृत्ति से दोलन करने लगता है। प्राकृतिक दोलन 
के शांत हो जाने के उपरांत दोलित्र का विस्थापन होता है 


xt) = Acos(o,t +0) (]4.38) 





जहाँ £ आवृत्ति बल के लगाए जाने के क्षण से मापा समय है। 


आयाम 4 कोणीय आवृत्तियों ७, तथा प्राणोदित आवृत्ति ७ 
का फलन है जिसे हम इस प्रकार व्यक्त करते हैं : 
F 





र हू I72 
{m (७ -6, ) +«;० | (4.39a) 
तथा ७% = ०. (4.39b) 
OX, 


यहाँ # कण का द्रव्यमान तथा ७, और २, समय /50 पर कण 
के क्रमशः वेग और विस्थापन हैं । यह वह क्षण है जब हम 
आवर्ती बल आरोपित करते हैं। 

समीकरण (4.39) दर्शाता है कि आयाम परिचालन बल 
की (कोणीय) आवृत्ति पर निर्भर करता है। ७, के ७ से 
अत्यधिक भिन्न होने और समीप होने को अवस्थाओं में हम 
दोलित्र का भिन्न-भिन्न व्यवहार देखते हैं। अब हम इन दोनों 
परिस्थितियों पर विचार करते हैं: 
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(३) अल्प अवमदन जब परिचालक आवृत्ति प्राकृतिक 
आवृत्ति से अधिक भिन्न हैः इस स्थिति में ७, 
(८? - ७, से अति कम होगा। अतः समीकरण 4.39(8) में 
उस पद को नगण्य मान सकते हैं: 
ho 
mw’ - ७१) 
चित्र ]4.2] में निकाय में उपस्थित विभिन्न सीमाओं के 
अवमंदक बलों के लिए किसी दोलक के विस्थापन आयाम को 
परिचालन बल को कोणीय आवृत्ति पर निर्भरता दर्शायी गई है । 
ध्यान दीजिए, तीनों परिस्थितियों में ७, / = ] होने पर ही आयाम 
अधिकतम होता है। इस चित्र के वक्र यह दर्शाते हैं कि अवमंदन कम 
होने पर ऊँचा और संकीर्ण अनुनाद शिखर प्राप्त होता है। 
यदि हम परिचालक आवृत्ति को बदलते रहें तो जब यह 
आवृत्ति वस्तु की प्राकृतिक आवृत्ति के बराबर हो जाती है तो 
दोलन का आयाम अनंत की ओर अग्रसर होता है। परन्तु यह शून्य 
अवमंदन की आदर्श स्थिति होती है जो किसी वास्तविक निकाय 
में नहीं होती है क्योंकि अवमंदन किसी भी अवस्था में पूर्ण रूप 
से शून्य नहीं हो सकता। आपने झूला झूलते हुए निश्चय ही 
अनुभव किया होगा कि जब आप झूले पर इस आवृत्ति से बल 
लगाते हैं कि बल का आवर्तकाल झूले के प्राकृतिक आवर्तकाल 
के बराबर होता है तो झूले के दोलन का आयाम अधिकतम होता 
है। यह आयाम अधिक तो होता है परन्तु अनंत नहीं होता है। 
क्योंकि झूले की दोलन गति में कुछ न कुछ अवमंदन तो होता 
ही है। यह अगले भाग (9) में स्पष्ट हो जाएगा। 
(७) जब परिचालक आवृत्ति प्राकृतिक आवृत्ति के निकट 
हो : यदि ८, ७, के अति निकट हो 7 (७: - ७2), 9 के उचित 


(4.40) 








0.6 0.8 l.O | I.4 


७0५/० 
चित्र 74,24 प्रणोदित दोलक का आयाम परिचालन बल की कोणीय 
आवृत्ति के फलन के रूप में ७, /७८३४ पर आयाम 
अधिकतम है, जो अनुनाद की शर्त होती हे । तीनों 
वक्र निकाय में उपस्थित अवमदन की विभिन्न सीमाओं 
के तदनुरूपी हैं । वक्र ॥ तथा 3 निकाय में अल्पतम 
तथा अधिकतम अवमंदन के तदनुरूपी हैं । 


मानों के लिए ७, 9 से बहुत कम होगा। इस अवस्था में समीकरण 
(4.39) हो जाता है। 

Ne ल (4.4]) 

इससे स्पष्ट है कि किसी निश्चित परिचालक आवृत्ति के 
लिए अधिकतम संभव आयाम परिचालक आवृत्ति तथा अवमंदन 
पर निर्भर करता है और इस प्रकार कभी भी अनंत नहीं होता। जब 
परिचालक आवृत्ति, दोलक को प्राकृतिक आवृत्ति के बराबर हो 
जाती है तो दोलन का आयाम अधिकतम हो जाता है। इस 
परिघटना को अनुनाद कहते हैं। 

अपने दैनिक जीवन में हमें अनुनाद से संबंधित परिघटनाएँ 

देखने को मिलती हैं । झूलों से झूलने का हमारा अनुभव अनुनाद 
का अच्छा उदाहरण है । आपने यह अनुभव किया होगा कि झूले 
को अधिक ऊँचाई तक झुलाने की कुशलता धरती पर जोर 
लगाने को लय को झूले की प्राकृतिक आवृत्ति के समकालिक 
बनाने में है । 


इस तथ्य को और अधिक व्याख्या करने के लिए मान 
लीजिए चित्र ]4.22 की भाँति एक ही डोरी से वर्गीकृत लंबाइयों 
के 5 सरल लोलक लटकाये गए हैं । लोलक ] व 4 की 
लंबाइयां समान हें तथा अन्य तीनों को लंबाइयाँ भिन्न-भिन्न हैं । 
अब हम लोलक ] को गतिमान बनाते हैं । संबद्ध डोरी से होकर 
ऊर्जा इस लोलक से अन्य लोलकों को स्थानांतरित होती है, 
फलस्वरूप वे दोलन करने लगते हैं । संबद्ध डोरी द्वारा परिचालन 
बल प्रदान किया जाता है । इस परिचालन बल की आवृत्ति 
लोलक ] के दोलन की आवृत्ति के समान होती है । यदि हम 
लोलकों 2, 3 तथा 5 की अनुक्रियाओं का अवलोकन करें, तो 


चित्र 4.22 एक ही आधार से निलंबित भिन्न-भिन्न लबाई के 5 सरल 
लोलक। 
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हम यह पाते हैं कि आरंभ में वे सभी विभिन्न आयामों से 
अपनी-अपनी प्राकृतिक आवृत्तियों के दोलन करते हैं, परंतु ये 
गतियाँ अत्यधिक अवमंदित होती हैं और कायम नहीं रह पातीं । 
धीरे-धीरे उनके दोलन की आवृत्तियाँ परिवर्तित होती हैं और अंत 
में वे लोलक ] को आवृत्ति अर्थात्‌ परिचालन बल की आवृत्ति 
से भिन्न-भिन्न आयामों से दोलन करते हैं । ये दोलन आयाम 
छोटे होते हैं किन्तु लोलक 4 को अनुक्रिया अन्य तीनों लोलकों 
से विपरीत होती है । यह लोलक ] की ही आवृत्ति से दोलन 
करता है परंतु इसका आयाम धीरे-धीरे बढ़ता हुआ अत्यधिक हो 
जाता है । अनुनाद की भाँति अनुक्रिया दिखाई देती है । ऐसा होने 
का कारण यह है कि यहाँ अनुनाद की शर्त, अर्थात्‌ निकाय की 
प्राकृतिक आवृत्ति परिचालन बल की आवृत्ति के संपाती होनी 
चाहिए, संतुष्ट होती है । 

अब तक हमने केवल ऐसे निकायों पर विचार किया है 
जिनकी केवल एक प्राकृतिक आवृत्ति होती है। सामान्यतः 
किसी निकाय को अनेक प्राकृतिक आवृत्तियाँ हो सकती हैं। 
आप इस प्रकार के निकायों (कंपायमान डोरी, वायु स्तंभ 


आदि) के विषय में अगले अध्याय में पढ़ेंगे। किसी यांत्रिक 
संरचना यथा कोई भवन, कोई पुल अथवा वायुयान की अनेक 
प्रकृतिक आवृत्तियाँ संभव हैं। कोई बाह्य आवर्ती बल अथवा 
विक्षोभ निकाय को प्रणोदित दोलन प्रदान कर सकता है। यदि 
संयोगवश प्रणोदित बल की आवृत्ति ७, निकाय की किसी 
एक प्राकृतिक आवृत्ति के सन्निकट हो तो दोलन के आयाम 
(अनुनाद) में आशातीत वृद्धि हो सकती है जिससे विनाश की 
स्थिति उत्पन्न हो सकती है। इसी कारण किसी पुल से गुजरते 
समय सैनिकों को कदम से कदम मिलाकर न चलने की 
सलाह दी जाती है। किसी क्षेत्र में भूकंप के कारण सभी 
भवनों को एकसमान रूप से क्षति न पहुँचने का भी यही कारण 
है चाहे वह सभी एक ही सामग्री तथा सामान मजबूती से बने 
हों। किसी भवन की प्राकृतिक आवृत्ति उसकी ऊँचाई, आमाप 
के अन्य प्राचलों तथा उसके निर्माण में प्रयुक्त सामग्री को 
प्रकृति पर निर्भर करती है। जिस भवन की प्राकृतिक आवृत्ति 
भूकंपी तरंग की आवृत्ति के सन्निकट होती है उसे क्षति पहुँचने 
की आशंका सर्वाधिक होती है। 


सारांश 


. वह गति जो स्वयं को दोहराती है आवर्ती गति कहलाती है, 


2. एक दोलन अथवा चक्र को पूरा करने के लिए आवश्यक समय 7 को आवर्तकाल कहते हैं । यह आवृत्ति से इस प्रकार 


संबंधित है, 


De 
V 


किसी आवर्ती अथवा दोलनी गति की आवृत्ति उसके द्वारा ] सेकंड में पूरे किए गए दोलनों की संख्या होती है । $| मात्रक 


पद्धति में इसे हर्ट्ज में मापा जाता है; 


] हर्टज़् = ]HZ = । दोलन प्रति सेकंड = ।5? 


3. सरल आवर्त गति में, किसी कण का उसको साम्यावस्था को स्थिति से विस्थापन 50 इस प्रकार व्यक्त किया जाता हे, 


{0 = ~, C०8 (८ + ¢) (विस्थापन) 


यहाँ 2, विस्थापन का आयाम (८०६+ ¢) गति की कला, तथा ¢ कला स्थिरांक है । कोणीय आवृत्ति ७ गति के आवर्तकाल 


तथा आवृत्ति से इस प्रकार संबंधित होती है 


@ = दर = 27५ (कोणीय आवृत्ति) 


4. सरल आवर्त गति, एकसमान वर्तुल गति के उस वृत्त के व्यास पर प्रक्षेप होती है, जिस पर गति हो रही है । 


5. सरल आवर्त गति के समय कण के वेग तथा त्वरण को समय £ के फलन के रूप में इस प्रकार व्यक्त करते हैं, 


० (0 = -०१ sin (छ + ¢) (वेग) 


a(t 5-०0 cos (ot+ ९) 


= —‘x (0 ( त्वरण) 


समयकालिक क्रिया और सरल आवर्त गति द्वारा हम वेग और गति को इस प्रकार देख सकते हैं। 
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. सरल आवर्त गति किसी कण की वह गति होती हे जिसमें उस कण पर कोई ऐसा बल आरोपित रहता हे, जो कण के 


विस्थापन के अनुक्रमानुपाती, तथा सदैव गति के केंद्र की ओर निर्दिष्ट होता है । 


. सरल आवर्त गति करते किसी कण में, किसी भी क्षण, गतिज ऊर्जा # = हि 702 तथा स्थितिज ऊर्जा ए = पर [0८ होती 


है । यदि कोई घर्षण न हो, तो निकाय की कुल यांत्रिक ऊर्जा, £ = 7ए+[7 सदैव ही अचर रहती है यद्यपि # और ए परिवर्तित 
होते हैं । 


. 77 द्रव्यमान का कोई कण जो हुक के नियम के अनुसार लगे प्रत्यानयन बल ह = - /८ के प्रभाव में दोलन करता है, सरल 


आवर्त गति दर्शाता हे जिसके लिए, 


८ = | (कोणीय आवृत्ति) 


| 
तथा T= 27, | ल (आवर्तकाल ) 


ऐसे निकाय को रैखिक दोलक भी कहते हैं । 


. लघु कोणों में दोलन करते सरल लोलक की गति सन्निकट सरल आवर्त गति होती है । इसका आवर्तकाल, 


FS 2 
9 


किसी भी वास्तविक दोलायनमान निकाय की यांत्रिक ऊर्जा दोलन करते समय घट जाती है क्योंकि बाह्य बल जैसे कर्षण 
दोलनों को रोकते हैं तथा यांत्रिक ऊर्जा को ऊष्मीय ऊर्जा में स्थानांतरित कर देते हैं । तब वास्तविक दोलक तथा उसको 
गति को अवमांदित गति कहते हैं । यदि अवमदन बल 7, 5-90 है, यहाँ ० दोलक का वेग तथा 9 अवमदन स्थिरांक है, 
तब दोलक का विस्थापन, 


x(t) =A 2?/»”"7 205 (wt + ७) 


यहाँ ८, अवमंदित दोलनों की कोणीय आवृत्ति है जिसे इस प्रकार व्यक्त करते हैं, 


(6 b" 


१ वा कः मा... 
= 2 
m Am 


यदि अवमंदन स्थिरांक का मान कम है, तो ८ = ८, यहाँ ७ अवमंदित दोलक की कोणीय आवृत्ति है । अवमंदित दोलक 
को यांत्रिक ऊर्जा ह को इस प्रकार व्यक्त करते हैं, 


E(D र ड kA2erPt /m 


यदि प्राकृतिक कोणीय आवृत्ति ७ के किसी दोलायमान निकाय पर ७, कोणीय आवृत्ति का कोई बाह्य आवती बल आरोपित 
किया जाए, तो वह निकाय ७, कोणीय आवृत्ति से दोलन करता है । इन दोलनों का आयाम तब अधिक होता है जब, 
©, =® 


जो अनुनाद की शर्त होती है । 
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विचारणीय विषय 


, प्रत्येक आवर्ती गति सरल आवर्त गति नहीं 


. वर्तुल गति व्युत्क्रम-वर्ग नियम बल (जेसे ग्रहीः 


, ७ के किसी दिए गए 


. उपरोक्त बिंदु (4) से, दिए गए आयाम ओथ > रा 






























. आवर्तकाल 7'वह न्यूनतम समय होता है जिसके पश्चात्‌ गति की २ पुनर त हे , समय अंतराल 





| * द्वारा नियंत्रित 
होती है, सरल आवर्त गति होती है । 






में सरल आवर्त बल -77८07 के कारण उत्पन्न 
रत रों (८ तथा ४) में 7/2 74 द्वारा भिन्न 


हो सकती है । बाद के प्रकरण मे र्‌ ३ 
त था वेग (७4, 0) है mn ८7 बल आरोपित 









किए जाने पर 4 का 


के लिए दो आरंभिक शर्तें आवश्यक हैं और ये शर्तें गति 
| 6 आवश्यक शर्तें हो सकती हैं () आरंभिक स्थिति तथा आरंभिक 
ऊजां तथा कला । 












को पूर्णतः निर्धारित रन 
वेग, अथवा (|) आयाम तथा कला; 


[ गति को कला का निर्धारण आरंभिक स्थिति अथवा आरंभिक 
वेग द्वारा किया जाता है। 


„गतिका आवर्तकाल आयाम अथवा ऊर्जा अथवा कला नियतांक पर निर्भर नहीं करता । गुरुत्वाकर्षण 
हीय कक्षों के आवर्तकाल इसके विपरीत हैं (केप्लर का तृतीय नियम) । 


की गति लघु कोणीय विस्थापन के लिए ही सरल आवर्त गति होती है। 


. किसी कण की गति यदि सरल आवर्त गति हे, तो उसके विस्थापन को निम्न रूपों में से किसी एक रूप में व्यक्त 


किया जाना चाहिए : 

x= Acosot+ Bsin ot; 

x= Acos(ot+a);x= Bsin(ot+b) 
ये तीनों रूप पूर्णतः समतुल्य हैं (किसी भी एक रूप को अन्य दो रूपों के पदों में व्यक्त किया जा सकता है ।) 
इस प्रकार अवमंदित सरल आवर्त गति समीकरण (।4.3]) सही अर्थो में सरल आवर्त गति नहीं होती । यह केवल 


2020-2I 


भौतिकी 





दोलन 375 


5 7/9 से बहुत छोटे समय अन्तरालों के लिए ही सन्निकटतः सरल आवर्त गति होती है, यहाँ 9 अवमंदन नियतांक 


है । 


]0. प्रणोदित दोलनों में, कण की स्थायी अवस्था गति (प्रणोदित दोलनों को समाप्ति के पश्चात्‌) एक ऐसी सरल आवर्त 
गति होती है जिसकी आवृत्ति उस कण की प्राकृतिक आवृत्ति ७ नहीं होती वरन्‌ प्रणोदित दोलन उत्पन्न करने वाले 
बाह्य बल की आवृत्ति ७, होती है । 


. शून्य अवमंदन की आदर्श अवस्था में होने की स्थिति में अनुनाद पर सरल आवर्त गति का आयाम अनंत होता है । 
क्योंकि सभी वास्तविक निकायों में कुछ न कुछ अवमंदन अवश्य ही होता है, चाहे यह छोटा ही क्यों न हो, आदर्श 
स्थिति कभी भी आती नहीं है । 


2. प्रणोदित दोलनों के अधीन, कण की सरल आवर्त गति को कला प्रणोदित दोलन उत्पन्न करने वाले बाह्य बल को 
कला से भिन्न होती है । 





अभ्यास 


4.] नीचे दिए गए उदाहरणों में कौन आवर्ती गति को निरूपित करता है ? 
() किसी तैराक द्वारा नदी के एक तट से दूसरे तट तक जाना और अपनी एक वापसी यात्रा पूरी करना । 
(¡) किसी स्वतत्रतापूर्वक लटकाए गए दंड चुंबक को उसकी [५-७ दिशा से विस्थापित कर छोड़ देना । 
() अपने द्रव्यमान केंद्र के परितः घूर्णी गति करता कोई हाइड्रोजन अणु । 
(४) किसी कमान से छोड़ा गया तीर । 
4.2 नीचे दिए गए उदाहरणों में कौन (लगभग) सरल आवर्त गति को तथा कौन आवर्ती परंतु सरल आवर्त गति नहीं निरूपित 
करते हैं ? 
() पृथ्वी की अपने अक्ष के परितः घूर्णन गति । 
() किसी ए-नली में दोलायमान पारे के स्तंभ की गति। 
(¡) किसी चिकने वक्रोय कटोरे के भीतर एक बॉल बेयरिंग को गति जब उसे निम्नतम बिंदु से कुछ ऊपर के बिंदु 
से मुक्त रूप से छोड़ा जाए । 
(४) किसी बहुपरमाणुक अणु को अपनी साम्यावस्था की स्थिति के परितः व्यापक कपन । 


4.3 चित्र ]4.24 में किसी कण की रेखिक गति के लिए चार +£ आरेख दिए गए हें । इनमें से कौन-सा आरेख आवर्ती गति 
का निरूपण करता हे? उस गति का आवर्तकाल क्या हे (आवर्ती गति वाली गति का) । 


(a) 


5 t(s) 


(b) 
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चित्र 74.,24 


4.4 नीचे दिए गए समय के फलनों में कोन (३) सरल आवर्त गति (9) आवर्ती परंतु सरल आवर्त गति नहीं, तथा (८) अनावर्ती 
गति का निरूपण करते हैं। प्रत्येक आवर्ती गति का आवर्तकाल ज्ञात कीजिए : (७ कोई धनात्मक अचर हे ।) 


a) sin oOt- cos ot 


( 
( 


b) sin’ ot 

(0) 3 cos (त - 2 ot) 

(d) cos wt+ cos 3 wot+ cos Dot 
) 


exp (at?) 
([] l+ot+ 6७१ 
4.5 कोई कण एक दूसरे से ]0 ८० दूरी पर स्थित दो बिंदुओं ^ तथा 8 के बीच रैखिक सरल आवर्त गति कर रहा है। ^ 
से B की ओर को दिशा को धनात्मक दिशा मानकर वेग, त्वरण तथा कण पर लगे बल के चिह्न ज्ञात कीजिए जबकि 
यह कण 
(३) 4 सिरे पर है, 
(5) 8 सिरे पर है, 
(८) & की ओर जाते हुए AB के मध्य बिंदु पर है, 


(€ 


(4) ^ की ओर जाते हुए छ से 2 ८7 दूर है, 
(९) 8 की ओर जाते हुए 4 से 3 ०7 दूर है, तथा 
( ^ की ओर जाते हुए B से 4 ठग दूर है । 
4.6 नीचे दिए गए किसी कण के त्वरण ८ तथा विस्थापन % के बीच संबंधों में से किससे सरल आवर्त गति संबद्ध है : 
(a) a= 0.7 x 
(Db) a=-—200x 
(0) a=-— lOXx 
(d) a= I00x 
4.7 सरल आवर्त गति करते किसी कण की गति का वर्णन नीचे दिए गए विस्थापन फलन द्वारा किया जाता है, 
x(t = A cos (ot +0) 
यदि कण की आरंभिक (£= 0) स्थिति ] ०7 तथा उसका आरंभिक वेग 7 ०7 5 है, तो कण का आयाम तथा आरंभिक 
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कला कोण क्या है ? कण की कोणीय आवृत्ति 7 $: है । यदि सरल आवर्त गति का वर्णन करने के लिए कोज्या (८08) 
फलन के स्थान पर हम ज्या (७/7) फलन चुनें; «= B $n (७/+ ०), तो उपरोक्त आरंभिक प्रतिबंधों में कण का आयाम 
तथा आरंभिक कला कोण क्या होगा ? 
4.8 किसी कमानीदार तुला का पैमाना 0 से 50 [६४ तक अंकित है और पैमाने की लंबाई 20 ८7 हे । इस तुला से लटकाया 
गया कोई पिण्ड, जब विस्थापित करके मुक्त किया जाता है, 0.6 § के आवर्तकाल से दोलन करता है । पिंड का भार कितना है ? 


]4.9 200 N 777 कमानी-स्थिरांक की कोई कमानी चित्र ]4.25 में दर्शाए अनुसार किसी क्षेतिज मेज से जड़ी है । कमानी 
के मुक्‍त सिरे से 3 ॥ द्रव्यमान का कोई पिण्ड जुडा है । इस पिण्ड को एक ओर 2.0 ८० दूरी तक खींच कर मुक्त किया 
जाता है, 





चित्र 4.25 


() पिण्ड के दोलन की आवृत्ति, 
() पिण्ड का अधिकतम त्वरण, तथा 
(¡]) पिण्ड को अधिकतम चाल ज्ञात कीजिए । 

4.0 अभ्यास ।4.9 में, मान लीजिए जब कमानी अतानित अवस्था में है तब पिण्ड की स्थिति «= 0 है तथा बाएँ से दाएँ की 
दिशा *-अक्ष की धनात्मक दिशा है । दोलन करते पिण्ड के विस्थापन «को समय के फलन के रूप मे दर्शाइए, जबकि 
विराम घड़ी को आरंभ (£= 0) करते समय पिण्ड, 

(9) अपनी माध्य स्थिति, 
(७) अधिकतम तानित स्थिति, तथा 
(८) अधिकतम संपीडन की स्थिति पर है । 
सरल आवर्त गति के लिए ये फलन एक दूसरे से आवृत्ति में, आयाम में अथवा आरंभिक कला में किस रूप में भिन्न हैं ? 

4.।] चित्र ]4.26 में दिए गए दो आरेख दो वर्तुल गतियों के तदनुरूपी हैं । प्रत्येक आरेख पर वृत्त की त्रिज्य, परिक्रमण-काल, 
आरंभिक स्थिति और परिक्रमण की दिशा दर्शायी गई है । प्रत्येक प्रकरण में, परिक्रमण करते कण के त्रिज्य-सदिश के 
*-अक्ष पर प्रक्षेप की तदनुरूपी सरल आवर्त गति ज्ञात कीजिए । 
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चित्र 4.26 
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4.42 नीचे दी गई प्रत्येक सरल आवर्त गति के लिए तदनुरूपी निर्देश वृत्त का आरेख खींचिए। घूर्णी कण की आरंभिक 
(६ = 0) स्थिति, वृत्त की त्रिज्या तथा कोणीय चाल दर्शाइए। सुगमता के लिए प्रत्येक प्रकरण में परिक्रमण की दिशा 
वामावर्त लीजिए। (& को ८7 में तथा # को 5 में लीजिए ।) 

(a) x=-—2sin(St+T/3) 
(Db) x= cos (r/6- /) 

(0) x=3 sin (2nt+T/4) 
(6) x= 2 ९८05 7ए 

4..3 चित्र ]4.27(3) में « बल-स्थिरांक की किसी कमानी के एक सिरे को किसी दृढ़ आधार से जकड़ा तथा दूसरे मुक्त 
सिरे से एक द्रव्यमान 79 जुड़ा दर्शाया गया है । कमानी के मुक्त सिरे पर बल ह आरोपित करने से कमानी तन जाती 
है । चित्र ]4.30(b) में उसी कमानी के दोनों मुक्त सिरों से द्रव्यमान 7 जुड़ा दर्शाया गया है । कमानी के दोनों सिरों 
को चित्र ]4.30 में समान बल ७ द्वारा तानित किया गया है । 





श i mf 
i iii FY 






चित्र 74.27 


(४) दोनों प्रकरणों में कमानी का अधिकतम विस्तार क्या हे? 


(७) यदि (8) का द्रव्यमान तथा (0) के दोनों द्रव्यमानों को मुक्त छोड़ दिया जाए, तो प्रत्येक प्रकरण में दोलन का 
आवर्तकाल ज्ञात कीजिए । 


4.।4 किसी रेलगाड़ी के इंजन के सिलिंडर हैड में पिस्टन का स्ट्रोक (आयाम का दो गुना) .0 का है । यदि पिस्टन 
200 rad/min की कोणीय आवृत्ति से सरल आवर्त गति करता है, तो उसकी अधिकतम चाल कितनी है ? 


4.5 चंद्रमा के पृष्ठ पर गुरुत्वीय त्वरण ].7 ७ 5* है । यदि किसी सरल लोलक का पृथ्वी के पृष्ठ पर आवर्तकाल 3.55 
है, तो उसका चंद्रमा के पृष्ठ पर आवर्तकाल कितना होगा ? (पृथ्वी के पृष्ठ पर 9 = 9.870 52) 


4.26 नीचे दिए गए प्रश्नों के उत्तर दीजिए : 
(३) किसी कण की सरल आवर्त गति के आवर्तकाल का मान उस कण के द्रव्यमान तथा बल-स्थिरांक पर निर्भर 


करता है : 7 = 27 | | ल । कोई सरल लोलक सन्निकट सरल आवर्त गति करता है । तब फिर किसी लोलक 


का आवर्तकाल लोलक के द्रव्यमान पर निर्भर क्यों नहीं करता ? 
(७) किसी सरल लोलक की गति छोटे कोण के सभी दोलनों के लिए सन्निकट सरल आवर्त गति होती है । बड़े कोणों 


के दोलनों के लिए एक अधिक गूढ़ विश्लेषण यह दर्शाता है कि 7 का मान 27 i से अधिक होता है । इस 
8 
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परिणाम को समझने के लिए किसी गुणात्मक कारण का चिंतन कीजिए । 

(८) कोई व्यक्ति कलाई घडी बाँधे किसी मीनार की चोटी से गिरता है । क्या मुक्त रूप से गिरते समय उसकी घड़ी 
यथार्थ समय बताती है ? 

(4) गुरुत्व बल के अतर्गत मुक्त रूप से गिरते किसी केबिन में लगे सरल लोलक के दोलन की आवृत्ति क्या 
होती है? 

]4.]7 किसी कार की छत से । लंबाई का कोई सरल लोलक, जिसके लोलक का द्रव्यमान M है, लटकाया गया है । कार 
र त्रिज्या की वृत्तीय पथ पर एकसमान चाल ० से गतिमान है । यदि लोलक त्रिज्य दिशा में अपनी साम्यावस्था की 
स्थिति के इधर-उधर छोटे दोलन करता है, तो इसका आवर्तकाल क्या होगा ? 

4.28 आधार क्षेत्रफल 4 तथा ऊँचाई # के एक कॉर्क का बेलनाकार टुकड़ा 9, घनत्व के किसी द्रव में तैर रहा है । कॉर्क 
को थोड़ा नीचे दबाकर स्वतंत्र छोड़ देते हैं, यह दर्शाइए कि कॉर्क ऊपर-नीचे सरल आवर्त दोलन करता है जिसका 
आवर्तकाल 

FP Ri है । 
PIS 
यहाँ 9 कॉर्क का घनत्व है (द्रव की श्यानता के कारण अवमंदन को नगण्य मानिए) । 





4.9 पारे से भरी किसी ए नली का एक सिरा किसी चूषण पंप से जुड़ा है, तथा दूसरा सिरा वायुमंडल में खुला छोड़ दिया 
गया है । दोनों स्तंभों में कुछ दाबांतर बनाए रखा जाता है । यह दर्शाइए कि जब चूषण पंप को हटा देते हैं, तब ए 
नली में पारे का स्तंभ सरल आवर्त गति करता है । 


अतिरिक्त „अभ्यास 


4.20 चित्र ]4.28 में दर्शाए अनुसार आयतन के किसी बायु कक्ष को ग्रीवा (गर्दन) की अनुप्रस्थ काट का क्षेत्रफल ८ 
है। इस ग्रीवा में 7 द्रव्यमान की कोई गोली बिना किसी घर्षण के ऊपर-नीचे गति कर सकती है । यह दर्शाइए कि 
जब गोली को थोड़ा नीचे दबाकर मुक्त छोड़ देते हैं, तो वह सरल आवर्त गति करती है । दाब-आयतन विचरण को 
समतापी मानकर दोलनों के आवर्तकाल का व्यंजक ज्ञात कीजिए [चित्र ]4.28 देखिए]। 





¢ 


चित्र 4.28 


]4.2] आप किसी 3000 ८४ द्रव्यमान के स्वचालित वाहन पर सवार हैं । यह मानिए कि आप इस वाहन की निलंबन प्रणाली 
के दोलनी अभिलक्षणों का परीक्षण कर रहे हैं । जब समस्त वाहन इस पर रखा जाता है, तब निलंबन ]5 ८० आनमित 
होता है । साथ ही, एक पूर्ण दोलन की अवधि में दोलन के आयाम में 50% घटोतरी हो जाती है । निम्नलिखित के 
मानों का आकलन कीजिए : 


(३) कमानी स्थिरांक, तथा 
(७) कमानी तथा एक पहिए के प्रघात अवशोषक तंत्र के लिए अवमंदन स्थिरांक 9 


यह मानिए कि प्रत्येक पहिया 750 । द्रव्यमान वहन करता है । 
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4.22 यह दर्शाइए कि रैखिक सरल आवर्त गति करते किसी कण के लिए दोलन की किसी अवधि की औसत गतिज ऊर्जा 
उसी अवधि की औसत स्थितिज ऊर्जा के समान होती है । 


]4.23 ]0¢ द्रव्यमान की कोई वृत्तीय चक्रिका अपने केंद्र से जुड़े किसी तार से लटकी है । चक्रिका को घूर्णन देकर तार 
में ऐंठन उत्पन्न करके मुक्त कर दिया जाता है । मरोड़ी दोलन का आवर्तकाल ].5 ७ है । चक्रिका की त्रिज्या ]5 
०7 है । तार का मरोड़ी कमानी नियतांक ज्ञात कीजिए । [मरोड़ी कमानी नियतांक ७ संबंध ० = - ० 6 द्वारा परिभाषित 
किया जाता है, यहाँ ० प्रत्यानयन बल युग्म है तथा 6 ऐंठन कोण हे] 

]4.24 कोई वस्तु 5 लग) के आयाम तथा 0.2 सेकंड की आवृत्ति से सरल आवृत्ति गति करती है। वस्तु का त्वरण तथा वेग 
ज्ञात कीजिए जब वस्तु का विस्थापन (३) 5 cm (b) 3 cm (८) 0 cm हो। 

4.25 किसी कमानी से लटका एक पिण्ड एक क्षैतिज तल में कोणीय वेग ७ से घर्षण या अवमंदन रहित दोलन कर सकता 
है। इसे जब %, दूरी तक खींचते हैं और खींचकर छोड़ देते हैं तो यह संतुलन केन्द्र से समय £= 0 पर ८, वेग से गुजरता 
है। प्राचल ७, % तथा ८, के पदों में परिणामी दोलन का आयाम ज्ञात करिये। [संकेतः समीकरण २ = ८ ८०४७ (८+6) 
से प्रारंभ कीजिए। ध्यान रहे कि प्रारंभिक वेग ऋणात्मक है॥ 


2020-2I 


